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Prefacio

O objetivo deste curso € iniciar os novos alunos de Fisica ao curso e as ferramentas
matematicas fundamentais ao seus estudos e futuras atividades profissionais. E natural
que o desenvolvimento das atividades inerentes a um fisico exija forte base matematica,
e que a construgdo de tal base seja longa e drdua, muitas vezes uma atividade drida que
demora a retornar frutos.

Para facilitar este processo e te estimular como jovem fisico(a), agora mostramos
ndo apenas como usar suas primeiras ferramentas como também onde elas se encaixam
em nossa grande paixdo que é a Fisica.
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Capitulo 1

Fracoes

Antes de iniciarmos, de fato, o estudo de fracdes, é interessante que sejam conheci-
das algumas técnicas necessdrias para manipulagdo desses ntiimeros quando realizamos
alguma operacao que envolva-os. Assim, primeiramente nos atentaremos a apresentar os
conceitos e os métodos de determinacdo do minimo multiplo comum e do maximo divisor
comum de dois ou mais nimeros, em seguida apresentando uma sintese das principais
operagdes que podem envolver fra¢des, bem como uma revisdo sobre porcentagens.

1.1 Minimo Multiplo Comum (MMC)

Considere uma sequéncia de n ntiimeros e suponha que queiramos determinar
o menor ntimero natural que seja multiplo de todos eles. A ele damos o nome de
minimo miiltiplo comum. Neste texto, nos atentaremos a apresentar o método para sua
determinacdo. Veremos que esta técnica, apesar de simples, é muito importante no
estudo de operagdes com fragdes, j& que € necessario que os denominadores sejam iguais
tanto na soma quanto na subtragéo.
Vamos trabalhar com um exemplo inicial mais simples. Se consideramos, a principio,
os nameros 2 e 4, é trivial que o minimo multiplo comum seria 4, pois é 0 menor namero
multiplo de ambos:

MMC(2;4) =4,pois2-2=4e4-1=4

Por outro lado, se considerdssemos os nameros 14, 9 e 7, a resposta ja ndo seria tdo
imediata. Por isso, é necessdrio fatord-los para que possamos obter o multiplo comum.

A ideia é escrever os nimeros em sequéncia e desenhar um trago vertical ao lado,
como no esquema abaixo:

7:9:14

Agora, escrevemos o menor nimero que divida pelo menos um dos nimeros da
sequéncia sem deixar resto do lado direito do traco, e na linha imediatamente inferior
escrevemos o resultado da divisio:

7:9;14|2
7,9;7

11
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Observe que os nimeros que nado sdo divisiveis por dois foram apenas reescritos na
linha inferior. Em seguida, repetimos o processo para a nova sequéncia de ntiimeros, até
que todos os nimeros da dltima linha sejam 1:

7:9:14|2
7:9:7 13
7:3:7 |3
IRNAY
1;1:1

Finalmente, basta multiplicar os niimeros que escrevemos do lado direito para deter-
minar o MMC:

2.3.3.7=2-32.7=126

De forma que:

MMC(7;9;14) = 126

Observe que o procedimento é sempre o mesmo, independente de quantos ntiimeros
estamos fatorando. Vamos encontrar o minimo multiplo comum de 3, 4, 6 e 11. Nova-
mente, escrevemos:

3:4:6;11|2
3:2:3:1112
3:1:3:11 3
1;1:1;11 11
1;1;1;1

E multiplicamos

2.2:3-11=2%-3-11=132,
obtendo

MMC(3;4;6;11) = 132.

Agora, podemos enunciar as principais propriedades do MMC:

1. O minimo multiplo comum de dois ntimeros primos é o produto deles.
Exemplo: MMC(2;3) = 6, ja que 2 e 3 sdo primos.

2. Se temos dois ntimeros em que o maior deles é divisivel pelo menor, o MMC serd o
maior deles.
Exemplo: MMC(3;15) = 15

3. Se temos dois nimerosa e b cujo MMC éc,oMMC den-aen-bserdn-c.
Exemplo: Se MMC(2;3) =6, MMC(3-2,3-3) = MMC(6,9) =3-6 =18
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1.2 Maximo Divisor Comum (MDC)

Na contraméao daquilo que fizemos na se¢do anterior, podemos tentar determinar o
maior divisor de uma sequéncia de niimeros, partindo do principio de que dois niameros

sempre tém um divisor comum.
Vamos considerar, portanto, os nimeros 14 e 21. Dizemos que o MDC desses ntimeros

é7,ja que é o maior divisor que possuem em comum, de forma que:
MDC(14;21) =7

Entretanto, nem sempre é tdo simples identificar o MDC, dependendo dos ntimeros
envolvidos. Nesse sentido, vamos apresentar uma técnica que permite determina-lo

mais facilmente.
Considere a sequéncia 120, 60 e 80. Da mesma maneira realizada para o MMC,

comecamos fatorando os nimeros simultaneamente:

120;60;80/|2
60;30;40/2
30;15;20/2
15;15:10\2
15;15:5 |5

3:3:113
1;1;1

O maéaximo divisor comum serd o produto dos niimeros que dividem todos os trés
nimeros ao mesmo tempo. No caso trabalhado, por exemplo, consideraremos apenas os
divisores nas linhas 1, 2, 3 e 5. Assim:

MDC(120;60;80) =23 -5 = 40

Fazendo um segundo exemplo envolvendo 180, 240 e 270, repetimos o procedimento:

180:240;270|2
90;120;135|2
45;60;135|2
45:30;135|2
45:15:135 13
15:5;45 3
5:5:15 3
5:5 15
1:1:1

De forma que consideraremos apenas os divisores das linhas 1, 5 e 8:

MDC(180,240,270) =2-3-5 =30

Como no caso do minimo multiplo comum, existem algumas propriedades que en-
volvem o méximo divisor comum:
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1. Se temos dois ou mais niimeros e um deles é divisor de todos os outros, o MDC seréa
este divisor comum.

Exemplo: MDC(5,15,25) =5

2. Como dois niimeros consecutivos sdo sempre primos entre si, 0 MDC deles é sempre
1.
Exemplo: MDC(7;8) = 1

3. O produto entre dois ntimeros é também igual ao produto entre o0 minimo mdltiplo

comum e o maximo divisor comum deles.

Exemplo: MMC(2,3) = 6 e MDC(2,3) =1 — MMC-MDC = 6-1 = 6 e também
2:3=6

1.3 Operacoes com Fracoes

1.3.1 Adicao/subtragio

Essas operagdes sdo melhor estudadas se dividas em dois casos principais.

Denominadores iguais

Quando as fragdes envolvidas na operagdo tém denominadores iguais, a fragdo
resultante conserva o denominador e os numeradores sdao somados.
Exemplo 1:

§ N § _ 5+3— somamos 0s numeradores _ § —_8 _1
8 8 8 — repetimosodenominador 8+8

Exemplo 2:

5 1 5+1— somamos os numeradores 6 -6 1

2T 12 S repetimos o denominador 12 +6

Exemplo 3:

-5 1 1-5-— somamos os numeradores _ —4+4 -1
12 12 12 — repetimos o denominador ~ 12 +4 3

Denominadores distintos

O caso que envolve fragdes com denominadores diferentes é um pouco mais mi-
nuncioso que o anterior. O primeiro passo é determinar o minimo multiplo comum entre
. . . 1 2 .
os denominadores. Para isso, considere a soma entre = e =. Como 7 e 3 sdo primos, o
MMLC seré o produto deles e, portanto, MMC(3;7) = 21. Entdo, escrevemos:

1,2 A B _AsbB
3 7 21 21 21

Agora, precisamos determinar os novos numeradores A e B de cada uma das fragdes

para conhecermos o numerador da fragdo resultante, ja que, depois que os denominadores

(1.1)
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se fazem iguais, basta somar os numeradores para obter o resultado. O procedimento
para reescrever os dois numeradores é dividir o minimo mdultiplo comum obtido por
cada denominador e multiplicar esta razdo pelo antigo numerador. Observemos mais
detalhadamente:

1. A=?
Fracado a que se refere: %
Antigo denominador (AD): 3
Antigo numerador (AN): 1
A =MMC + AD)- AN = (21 + 3) - 1 =7 — Nova fracdo: 21

2. B=7

. 2
Fragdo a que se refere: -

Antigo denominador (AD): 7
Antigo numerador (AN): 2

A =(MMC + AD) - AN = (21 +7) - 2 =6 — Nova fragdo: 2T

Recuperando (1.1):
1 2 A+B 7+6 13

3°7° 21 21 21
ATENCAO! Em hip6tese alguma faca simplificagoes do tipo:

7+6 1+6
—_— !
71 3 —> INCORRETO!

quando trabalhando com somas ou subtragdes. Esse tipo de manipulagdo ndo é mate-
maticamente correta e, além disso, nos guia para o resultado errado. Se possivel, faga a
simplificacdo apenas quando obtiver o resultado final.

2 4
Agora, vamos calcular a diferenca entre 3¢5 Reproduzindo o que vimos no primeiro

exemplo, determinamos o MMC:

MMC(3,5) = 15.
E escrevemos

A B A-B
=S G- 15 (1.2)

WIN
U1l =~

Determinamos os numeradores:

1. A=?

. 2
Fracado a que se refere: 3
Antigo denominador (AD): 3
Antigo numerador (AN): 2

A= (MMC + AD) - AN = (15 + 3) - 2 = 10 - Nova fragdo: %
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2. B=7

4
Fragdo a que se refere: 5

Antigo denominador (AD): 5
Antigo numerador (AN): 4

12
A =MMC + AD) - AN = (15 + 5) - 4 = 12 — Nova fracao: R

Recuperando (1.2):

A-B_10-12 -2
15 15 15

_4
5

WIN

Resumindo, podemos sintetizar o procedimento de somar duas fra¢des de denomina-
dores distintos nos seguintes passos:

1. Determinar o minimo multiplo comum dos denominadores;
2. Determinar os novos numeradores:

(a) Dividindo o MMC pelo denominador antigo e;

(b) Multiplicando o resultado pelo numerador antigo.

3. Escrever a frac¢do resultante como a razdo entre a soma dos novos numeradores e o
MMC.

1.3.2 Multiplicacao

Para multiplicar duas fracdes, basta escrever a razdo entre o produto de seus nume-
radores e o produto entre seus denominadores, de forma que sempre vale a relagdo

g.e_ac
b d b-d
para b e d diferentes de 0.
Exemplo 1:
57273
33 33 9
Exemplo 2:
52 52 10:2_5
47 4.7 28:2 14
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1.3.3 Divisdo

Se duas fragdes sdo divididas uma pela outra, devemos multiplicar a primeira pelo
inverso da segunda, como:

b_ad_ad
S b c bec
parab e d ndo nulos.
Exemplo 1:
5_25_25_10:2_5
§_34 3-4 122 6
Exemplo 2:
§_7 o 7:6_42:2 2
% 8 8 8 2 4

1.3.4 Potenciacio/radiaciao

Quando escrevemos a poténcia de um nuimero fraciondrio, podemos obter o resul-
tado fazendo:

a\" a”
&) =%
Exemplo 1:
22 22 4
(5) = =m=0

Podemos, alternativamente, calcular primeiro arazdo e, em seguida, elevar o resultado
ao expoente:

2 2
Z) =0,42=0,1
(5) 0, 0,16

Se o expoente também ¢ fraciondrio, temos que:

. a
ou ainda, se x = b

De forma que o numerador do expoente se torna o expoente do nimero dentro da

raiz e o seu denominador se torna o indice da raiz.

Exemplo 2:

25 = V23 =242
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1
13_31_31_3,—_3_ _1_1
(27)‘\/27‘\/33‘ 37=3 3

1.3.5 Porcentagem

Porcentagem é uma representacdo de uma fragdo de denominador igual a 100.
Assim, de forma geral, escrevemos:

n
— =1%

As vezes nos deparamos com situagdes em que precisamos conhecer alguma porcen-
tagem que ndo necessariamente estd apresentada como colocado acima. Por exemplo,

se em um parque = das pessoas sdo criangas, a quanto isso corresponde do total de

100%? Como a porcentagem é imediatamente obtida quanto escrevemos a fragdo na base
100, basta multiplicar tanto o numerador quanto o denominador por 20, j& que, assim,
chegaremos a uma fracdo equivalente e na base de interesse:
2 220 _ W0 _
5 5-20 100
Poderiamos, também, ter tomado outro caminho, escrevendo a razdo como um
nimero decimal e, posteriormente, multiplicando por 100:

% =0,4—0,4-100 — 40%

Observe outros exemplos:

Exemplo 1
3
1° 0,75 —0,75-100 — 75%
ou ainda
3 3:25 75 o
1-325 1007
Exemplo 2
7
— =0,7—10,7-100 - 70%
10
ou ainda
7 7-10 70 o
10-10-10 100 %
Exemplo 3

~ 0,67 — 0,67 - 100 — 67%

WIN



Capitulo 2

Transformacoes de Unidades

2.1 Padroes de Grandezas Fundamentais

Na Fisica, frequentemente é necessario fazer medi¢des. Para fazer uma medida,
deve-se comparar duas grandezas fisicas da mesma espécie, isto é, tomar por base um
parametro, uma referéncia. Esse pardmetro é chamado de unidade e serd a medida de
valor 1 (um) dentro de um padréao.

Desse modo, infinitos padrdes de medidas podem ser criados. Por muito tempo,
cada regido teve seu préprio padrdo de medida escolhido arbitrariamente e muitas vezes
impreciso. Foi s6 em 1960 que foram padronizadas as unidades de medidas criando o
Sistema Internacional de Unidades (SI). As sete grandezas fundamentais estdo listadas
na tabela abaixo no SL

Grandeza Unidade Simbolo

Comprimento Metro m
Tempo Segundo S

Massa Quilograma kg
Intensmlad/e (.ie Ampére A

corrente elétrica

Temperatura Kelvin K

Quantidade de matéria Mol mol
Intensidade luminosa Candela cd

Tabela 2.1.1: Unidades Fundamentais do S.I.

Como pode ser notado na Tabela 2.1.1, todas as unidades sdo escritas com letra
mintscula. Os simbolos também sdo escritos com letra mintscula, exceto quando o nome
deriva de algum nome préprio, como Kelvin ou Ampére.

Ou seja, pode-se dizer que mil metros (10° metros) é equivalente a um quilémetro

1
(10°m = 1km). Ou ainda uma fracio de 10 = 1073 de um segundo é equivalente a um
milissegundo (10~%s = 1ms).
Caso vocé tenha dificuldade com poténcias, é valido lembrar que a™ = pt

19
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Nome | Simbolo | Fator de multiplicacao
Yotta Y 10%
Zetta Z 1071

Exa E 1018
Peta P 10
Tera T 102
Giga G 10°

Mega M 10°
Quilo k 10°
Hecto h 10%
Deca da 10!

Deci d 1071
Centi C 1072
Mili m 1073
Micro U 107°
Nano n 1077
Pico p 10712
Femto f 1071
Atto a 10718

Zepto z 10~

Yocto y 107

Tabela 2.1.2: Prefixos das poténcias de 10 das unidades no SI.

Com auxilio dessa tabela podemos escrever tanto medidas muito grandes, quanto
medidas muito pequenas com facilidade.

211 Medidas de Comprimento

Atualmente, usamos a unidade de medida de comprimento baseada na constante
universal ¢ = 299.792.458 m/s, que é a velocidade da luz no vacuo. Assim, 1 metro é

a distancia percorrida pela luz em - segundos. Essa definicdo foi adotada em 1983 e é

utilizada até hoje.

Exemplo 2.1.1.1
Sabendo que o raio de um dtomo de hidrogénio mede 53 pm (picometro), escreva essa

medida na unidade de comprimento do Sistema Internacional.

Solucao
Sabemos que a unidade de comprimento do SI é o metro, representado pelo simbolo
m.

1pm = 10"%m
53pm = 53-10"?m = 5,3 - 10" 'm
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2.1.2 Medidas de Tempo

A unidade de medida do tempo é o segundo. Atualmente, o segundo ¢é definido
como a duragdo de 9.192.631.770 periodos da radiacdo emitida pelo césio 133 na transicao
entre dois niveis do seu estado fundamental. Essa defini¢do se deve a grande precisao de
relégios atdmicos ? o qual atrasa 1 segundo a cada 65 mil anos.

Além dos prefixos apresentados na Tabela 2.1.2 para designar medidas de tempo, é fre-
quente encontrar o tempo expressado em horas, dias, anos, etc. Assim, as transformacgoes
entre as unidades de medida de tempo podem ser mais trabalhosas do que as vistas no
topico de Medidas de Comprimento!.

Sabe-se que 1 minuto tem 60 segundos, e 1 hora tem 60 minutos. Logo,

1h = 60min - 60s = 3600s

Assim, vemos que 1 hora tem 3600 segundos. Entdo, para transformar horas em
segundos devemos multiplicar o ntiimero por um fator de 3600. De forma anéloga, para
transformar segundos em horas, devemos dividir o valor por 3600. O diagrama abaixo
ilustra essa transformacao.

Hora ‘ Segundo

Figura 2.1.1: Conversdo entre horas e segundos

2.1.3 Outras Grandezas Fundamentais

Em geral, as transformages das outras unidades de medidas podem ser feitas usando
aTabela2.1.1 e a Tabela 2.1.2. E importante notar que algumas unidades do S.I. jd possuem
um prefixo, como é o caso da massa em que a unidade no Sistema Internacional é o
quilograma.

Exemplo 2.1.3.1

A massa de um certo avido foi aferida e encontrou-se o valor de 276,8Mg. Qual é a
sua massa no Sistema Internacional de medidas?
Solucao
Sabemos que a unidade de massa no SI é o quilograma:
276,8Mg = 276,8 - 10°¢
276,8-10°¢ = 276,8 - 10° - 1072 - 10%¢ = 276, 8 - 10°kg

Note que apenas multiplicamos a equagéo por 1, uma vez que 107 - 10* = 1, porém o
termo 103 representa o prefixo k, conforme a tabela 2.1.2, 0 que nos leva a escrever:

276,8Mg = 276,8 - 10°kg

!Existem outras unidades de medidas de comprimento em que a Tabela 2.1.1 ndo contempla, tais como
milha, ano-luz, unidade astrondmica, parsec, entre outros.
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2.2 Medida de Area e de Volume

O céalculo de medidas de area e de volume nao é tdo trivial como as medidas de
comprimento, uma vez que essas medidas ndo estdo mais em 1 dimensdo apenas. Para
calcular a drea ou o volume de um espaco, é necessério que todas as dimensdes estejam
na mesma unidade de comprimento.

2.2.1 Medidas de Area

Lembrando que a unidade de medida de comprimento no SI é o metro (m) entdo a
unidade da 4rea no SI é metro quadrado (1%). Assim, como as transformacdes de unidades
de comprimento aconteciam de ao multiplicar e dividir por 10, as transformagdes de
unidade de drea acontecem ao multiplicar ou dividir por 100 (10?). Como para as unidades
de comprimento, as transformagdes acontecem de acordo com a figura 2.2.1

x10 x10 x10 x10 x10 x10
km [hm [dam m | dm | cm | mm

- T
10 =10 :10 10 +10 +10

Figura 2.2.1: Transformacdes de unidades de comprimento

x10? x10? x10? x10? x10? x10?

km?| hm?| dam?| m? | dm?| cm?| mm?

B AN AN AN AN NS

:10? =102 :10? :10? :10? :10?

Figura 2.2.2: Transformagdes de unidades de 4rea

Entdo, analogamente a figura 2.2.1, podemos construir a tabela 2.2.1.

Nome Simbolo | Equivaléncia em m?
Megametro quadrado Mm? (10%)? = 10%m?
Quilémetro quadrado km? (10°)? = 10%m?
Hectometro quadrado hm? (10%)2 = 10*m?
Decametro quadrado dam? (10)? = 10%m?

Metro quadrado m? 1m?
Decimetro quadrado dm? (1071? = 1072m?
Centimetro quadrado cm? (10722 = 10~*m?
Milimetro quadrado mm? (1073)% = 10"°m?
Micrometro quadrado ymz (107%)? = 10~ 2m?
Nanometro quadrado nm? (107%)2 = 10 B2
Picometro quadrado pm?> (107122 = 10724m?

Tabela 2.2.1: Unidades de area
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Exemplo 2.2.1.1

Sabendo que a superficie da drea da Terra é de 510.000.000km2, qual é essa area em
megametros quadrados?
Solucao
1km? = 10°m?

1Mm? = 12m?
1km?* = 10" Mm?
510000000km? = 510000000 ~°Mm?>
Area da Terra = 510Mm?

2.2.2 Medidas de Volume

Sabemos que o volume é uma medida em trés dimensdes. Do mesmo modo que no
tépico anterior, entdo, como a unidade de comprimento no SI é o metro (m), a unidade
de volume no SI é o metro ctibico (m%). Assim, as transformacdes de unidade de volume
acontecem com poténcias de 1000(10?), ou seja, multiplicando ou dividindo por 1000.

Analogamente as tabelas2.2.1e2.2.2, podemos descrever as transformagdes de volume
na figura 2.2.3

x10? x10° x103 x103 x103 x10°
v Sl ¥ S SV < i T i

km?| hm?| dam?®| m? | dm®| cm?®| mm?

B AN AN AN AN N S

:10° :10° :10° :10° :10° :10°

Figura 2.2.3: Transformagdes de unidades de 4rea

Ainda podemos usar a tabela a seguir para comparagdes

Nome Simbolo | Equivaléncia em 1°
Megametro quadrado Mm® (10°)3 = 108
Quilémetro quadrado km?3 (10%)3 = 10°m°
Hectometro quadrado hm’ (10%)3 = 10%m°
Decametro quadrado dam® (10)> = 10°m?

Metro quadrado m’ 1m3
Decimetro quadrado dm? (10713 = 10-3m?
Centimetro quadrado cm’ (10723 = 10°m?
Milimetro quadrado mm> (1073 = 109m?
Micréometro quadrado pm’ (10703 = 10~ Bm?
Nanometro quadrado nm’ (107%)% = 107 m?
Picometro quadrado pm3 (10712)3 = 107302

Tabela 2.2.2: Unidades de volume

Outra unidade de volume comumente usada € o litro (L). Um (1) litro, é equivalente
a um (1) decimetro cabico. O litro também obedece ao sistema métrico decimal, usando
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os mesmos prefixos da Tabela 2.1.1. Assim, combinando as informagdes da Tabela 2.1.1 e
da Tabela 2.2.2 podemos fazer as transformagdes com unidades de litro.

Exemplo 2.2.2.1

E feita uma medida de volume e obtém-se como resultado 100mL. Qual é esse valor
32
em m>?

1mL =1073L
100mL = 100 x 107°L = 107'L
1L = 1dm®
1dm =10"'m

1dm® = 1073n°

100ml = 104w



Capitulo 3

Polindmios e produtos notaveis

3.1 Produtos Notaveis

Conhecer produtos notaveis pode facilitar muitos cdlculos. Com essa ferramenta, é
possivel simplificar longos polindmios.

3.1.1 Polindémios

Para entender produtos notédveis, primeiro é preciso saber o que sdo polindémios.
Caso voce ja tenha uma nogdo conceitual basica sobre polindmios, pode seguir para o
proximo topico.
Polindbmios sdo expressdes algébricas de adi¢do em que os termos sdo mondémios.
Mas afinal, o que sdo mondmios? Mondmios sdo produtos entre coeficientes (ntimeros)
e poténcias de incégnitas (letras). Para facilitar a compreensdo, abaixo hd um exemplo
de mondmio.

—=coeficiente

5x

incognita«—

Figura 3.1.1: Coeficiente e incégnita de um mondémio

Uma vez entendido o que sdo mondmios, estamos prontos para estudar polindmios.
Como visto anteriormente, polindmios sdo adi¢des de mondémios. Creio que, com exem-
plos, a visualizacdo do conceito seja mais clara do que com explicagdes. Entdo, sem mais
delongas, apresento-lhes alguns exemplos:

7x% 4+ 3x + 2

x+ 30

2
30 8§ __=.12
X 5x

O termo que tem a maior poténcia em um polindmio indica qual o seu grau. No
primeiro exemplo, a maior poténcia que aparece é x?, entdo o polindmio é de grau 2. J4
no segundo exemplo a maior poténcia é x!, logo o polindmio ¢ de grau 1. No terceiro
exemplo, o polindmio é de grau 12, uma vez que a maior poténcia expressa é x'2.

Ainda, podemos dividir os polindmios em duas categorias: completos e incompletos.

25
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Os polindmios completos tém todos os termos, da poténcia 0 até a poténcia de seu
grau. Por exemplo, um polindmio completo de grau 3 deve conter termos com x3, x2, x!
e x’. Abaixo ha alguns exemplos de polindmios completos.

5
—§x3 +4x% + x! + 1240
X —2x+2

Observacio: Lembre-se que x’ = 1
Como vocé ja deve imaginar, os polindmios incompletos tém algum(ns) termo(s)
faltando. Pode-se notar essa caracteristica nos exemplos abaixo

e -2x—1
5

X+ x
3.1.2 Casos Particulares de Produtos Notaveis

Produtos notéveis sdo polindmios que seguem um formato em comum. Essa regra
geral que os caracteriza serd vista posteriormente. Agora, vamos estudar casos mais
frequentes.

Quadrado da soma de dois termos

O nome jé é autoexplicativo. Tendo dois termos - os quais chamaremos deaeb ?
elevaremos a adigdo dos dois (a + b) ao quadrado. Isso é:

(a + b)?
Fazendo o produto da expressdo acima, temos:
(a+b)*=(a+b)a+Db)=a*+2ab+b*
Entao:

(@ +b)? = a® + 2ab + b?
O que a expressdo acima quer nos dizer é que o quadrado da soma de dois termos é
o quadrado do primeiro, mais duas vezes o produto do primeiro pelo segundo, mais o
segundo termo ao quadrado.

Quadrado da diferenca de dois termos

Considerando os mesmos dois termos a e b do caso anterior, agora subtraimos b de
a (a — b) e elevamos esse resultado ao quadrado.

(a—b)?
Desenvolvendo a expressdo acima entdo temos:
(a-b)?=(@-b)a—-b)=a>—ab—ab+b?

Assim, obtemos que:
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(a —b)* = a® — 2ab + b?

Verbalmente, dizemos que o quadrado da diferenca de dois termos é o quadrado do
primeiro menos duas vezes o produto do primeiro pelo segundo mais o segundo termo
ao quadrado.

Nota-se que esse caso s6 se diferencia do anterior pelo sinal de menos (-) que acom-
panha o termo 2ab. Os dois casos se unificam, se considerarmos o termo -b no quadrado
da soma de dois termos. No Estudo Dirigido hd uma questdo para vocé mostrar que o
quadrado da soma e o quadrado da diferenga de dois termos sdo um caso so.

Cubo da soma de dois termos

Elevar algo ao cubo, significa elevar a terceira poténcia. Entdo, de modo andlogo ao
caso do quadrado da soma, o cubo da soma de dois termos é:

(a+b)°

Do mesmo modo, fazendo o produto obteremos:

(a+b)® = (a+b)*@+Db) = @ +2ab+b*)(a+Db)
(a+b)° = a® +a®b + 2a%b + 2ab? + ab?® + b°

Por fim, resulta em:

(a+b)® = a® + 3a%b + 3ab* + 1°

Lé-se o cubo da soma de dois termos é o primeiro ao cubo mais trés vezes o primeiro
ao quadrado vezes o segundo mais trés vezes o produto do primeiro pelo quadrado do
segundo mais o segundo termo ao cubo.

Cubo da diferenca de dois termos

O cubo da diferenga de dois termos, como vocé ja deve imaginar, é dado por:

(a -0y’

Resolvendo a expressao:

(a-"b)® = (a-b)%@a-b) =@ -2ab+b*)a-D)
(a+b)° = a® — a®b — 2a%b + 2ab? + ab* - b°

Entdo, resulta em:

(a+b)® = a® + 3a%b + 3ab?® + 1°

Assim, podemos afirmar que o cubo da diferenca de dois termos é igual ao primeiro
termo ao cubo menos trés vezes o produto do primeiro termo ao quadrado pelo segundo
mais trés vezes o primeiro termo multiplicado pelo segundo mais o segundo termo ao
cubo.
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Produto da soma pela diferenca de dois termos

O produto da soma pela diferenca de dois termos consiste em multiplicar a soma
deaeb (a +b) pela diferenga desses mesmos dois termos (a — b). Ou seja:

(@a+b)a-Db)

Se abrirmos o produto, obteremos:

(a+b)a—-b)=aab+ab—-b*=a> -1

Com isso, sabemos que o produto da soma pela diferenca de dois termos é o primeiro
termo ao quadrado mais o segundo termo ao quadrado.

3.1.3 Generaliza¢io

Para compreendermos melhor a determinagdo dos coeficientes de um polindmio,
introduziremos alguns conceitos importantes, como os binémios de Newton.

Um bindmio de Newton sdo poténcias da forma (2 + b)" e para determinar sua forma
expandida para qualquer expoente n calculamos os coeficientes binomiais como mostrado
abaixo:

Coeficientes binomiais sdo escritos na forma

c (n) n! (peNn>p)
= = —- \n p n =z p
n,p 7 7 7
p)  pln—p)

Onde n e p sdo ntimeros naturais, e, em termos de polindmios os termos ?n? e ?p?
representam, respectivamente, o expoente do binémio e o grau do termo ao qual o coe-
ficiente se refere. Esse coeficiente é um novo namero e o simbolo ”!”indica um ntimero
fatorial.

Fatorial:
Um ndamero n fatorial é expressado por n! e é igual a

n-n-1)-m—-2)-...-1

Por exemplo,

5/=5-4-3-2-=120

Note que 5! também pode ser escrito como 5 - 4!, uma vez que 4! =4-3-2-1.

Exemplo 3.1.3.1 - Vamos calcular os seguintes coeficientes

5 51 5 5.4.31 20
a) Cs2 = (2) “AuG-2)! 23~ 23 2 1O
7 7! 7' 7-6-5-41 210
B)Cra = (4) ThZ-4 a3 43l 6 >
8 8! 8 8-7-6! 56
©) Cos = (6) “EG-6 62 6 2 B
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Agora se organizarmos os coeficientes binomiais de forma que os coeficientes de
mesmo valor de n fiquem na mesma linha e os mesmos valores de p fiquem na mesma
coluna, formamos o Tridngulo de Pascal.

Ou também, depois de feitas as contas:

1 1
\/
1 2 1

1 \3'/ 3/ !
\4/ \6/ \4/

Figura 3.1.2: Propriedade da soma do Tridngulo de Pascal

Acima vemos o tridngulo de Pascal, o qual pode ter seus termos determinados a
partir da propriedade da soma, de maneira que os elementos da linha superior ao serem
somados, mostram o valor apontado pelas setas na linha inferior. Por exemplo, nalinha 2,
as setas saem dos termos 1 e 1 e apontam para o termo de baixo 2, umavezque 1 +1 = 2.
O mesmo pode ser visto somando 1 e 2 da linha 3, resultando no termo 3 na linha 4.
Tenha em mente que a propriedade determina os termos internos, onde os termos de
extremidade de todas as linhas sao 1.
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O tridngulo de Pascal possui vdrias propriedades interessantes, mas a mais impor-
tante nesse momento é que ao desenvolvermos um bindémio de Newton, os coeficientes
aparecem na forma do tridngulo de Pascal. Confira o desenvolvimento abaixo.

(a+b)° = (g)aobo =1

(a+b) = (é)albo + (1)510191 =a+b

(a+b)? = (é)azbo + (i)albl + (;)a%z = % + 2ab + b?

(a+b)? = (g)a%‘) + (i’)a%l + (;)alb?’ + (g)a0b3 = a® + 3a°b + 3ab® + b°

4

(a+by* :(0

)a4b0 + (i)a‘o’bl + (;)azbz + (;L)alb3 + (i)aob4 =a* + 4a°b + 64%b* + 4ab® + b*

n_ (M) n10 n) n-171 nn—22“. ) 01
(a+Db) —(O)ab +(1)a b +(2)a b+ +(n)ab

Observe que os expoentes de a decrescem de n a 0 na medida em que os expoentes de
b crescem de 0 a n. Note também que a soma dos expoentes sempre resulta em n.
Note ainda que para cada termo da soma hd um valor de p que vai de 0 até n.

Termo | Valordep | Ordem do termo

(g)a”bo 0 Primeiro termo (T7)
T)a”_lbl 1 Segundo termo (T?7)
Z)a”_zbz 2 Terceiro termo (T73)
z)a”_3 v 3 Quarto termo (Ty)

Tabela 3.1.1: Termos do binomio de Newton

Entdo podemos escrever um termo qualquer como:

Tp1 = (n)a”_pbp
p

3.2 Divisao de polindmios

O estudo de polindmios agrega diversas opera¢des, mas uma de grande importancia
é a divisdo entre polindmios, utilizada em diversas areas do Célculo, como em métodos
de integragdo. Iremos expor aqui métodos de divisdo e exemplos, bem como um passo-
a-passo de como dividir polindmios entre si.
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Quando dividimos um ntimero inteiro D por outro d (d # 0) consistem em encontrar
dois inteiros qer, sendo 0 < r < d, tal que D = gd +r, onde D é o dividendo, g 0 quociente,
d o divisor e 7 o resto. Em um diagrama de uma divisdo comum temos

D|d
rq

Figura 3.2.1: Diagrama comum de uma divisdo

Esse é dito como o principio fundamental da divisao, e da mesma forma, se fizermos
com que cada um desses termos seja um polindémio, o principio é vélido. Veja abaixo

A(x)| B(x) A(x)= B(x)-Q(x)+R(x)
R(x) | Q(x) gr(R)<gr(B) ou R(x)=0

Figura 3.2.2: Principio fundamental da divisao

Onde a notagao gr(B) representa o grau do polindmio B. Utilizamos a mesma nomen-
clatura, sendo A(x) o dividendo, B(x) o divisor, Q(x) o quociente e R(x) o resto, tal que
quando R(x) = 0, dizemos a divisdo é exata e que o polindmio A(x) é divisivel por B(x).

3.2.1 O método da chave

Para executar esse método, é sugerido que sigamos os seguintes passos

1. Escrever os polindmios (dividendo e divisor) em ordem decrescente dos seus expo-
entes e completé-los, quando necessario com termos de coeficiente zero;

2. Dividir o termo de maior grau do dividendo pelo de maior grau do divisor, o
resultado serd um termo do quociente;

3. Multiplicar o termo obtido no passo anterior pelo divisor e subtrair esse produto
do dividendo.

4. Se o grau da diferenca for menor que o grau do divisor, a diferenca serd o resto da
divisdo e a divisdo termina nesse ponto. Caso isso ndo aconteca, retoma-se o passo
2, considerando a diferenca como um novo dividendo.

Exemplo 3.2.1.1

Divida o polindmio A(x) = X3 +4x%+x-6 pelo polindmio B(x) = x + 2

Solucao
Primeiramente, temos que gr(A) = 3 e que gr(B) = 1, o que pelo principio funda-
mental, implica que gr(Q) = 2, e também como falado, gr(R) < gr(B) ou seja, gr(R) = 0,
logo, o resto serd apenas um ntimero inteiro, o que ndo deixa de ser um polindmio.
Agora executamos a divisdo como mostrado nos passos acima.
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X +4x2+x-6 | x+2
-(ox'+2x%) | ¥*
2x°+x-6

O que fizemos acima foi o que mostra o passo 2, dividimos o termo de maior grau
3

de A(x) pelo termo de maior grau de B(x), ou seja x? =x2. 0 passo 3 diz que devemos

multiplicar o resultado do passo 2 pelo divisor, logo x2(x + 2) = x° + 2x%, e subtrai-lo do
dividendo, tal que (x> +4x? + x —6) — (x* + 2x?) =2x2 +x — 6

Pelo passo 4, temos que o polindmio encontrado pela primeira divisdo possui grau
maior que o divisor, logo, a divisdo ainda ndo estd concluida, onde agora dividiremos
2x* + x —6porx +2

X +4x7+x-6 | x+2
-(x.x*+2x%) | x*+2x-3

27 +%-6
-(2x-x+2-2x)

-3x-6

Mais uma vez seguimos 0s passos mostrados, fizemos a divisdo do maior termo do
2

dividendo pelo maior termo do divisor, ou seja - - 2x. Em seguida, multiplicamos o

resultado dessa divisdo pelo divisor, e subtraimos do polinémio, ou seja
2x(x +2) — (2x* +x —6) = —3x — 6

Ainda podemos perceber que esse resultado tem o mesmo grau do divisor, logo,
iremos repetir mais uma vez os 3 passos.

X6 xt2
“(ox?+257) | X*+2%-3
2x7+x-6
-(2x-x+2-2x)

-3x-6
_( 3 3 2)
0
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Agora sim temos um resto de grau menor que o divisor, portanto estd concluida a
divisao.

Dispositivo de Briot-Ruffini
O dispositivo de Briot-Ruffini é uma maneira pratica de dividir qualquer polin6mio

por um binémio da forma (x — a). Ele é estruturado da seguinte forma

Raiz do divisor |[Coeficientes do dividendo
Coeficientes do Resto
quociente

Por defini¢do a raiz de um polindmio é o valor da varidvel que zera este polindmio,
por exemplo, para o nosso divisor x — 2 é trivial perceber que a raiz é 2, uma vez que
quando x = 2, este é anulado. Vejamos a seguir o roteiro para, a partir desse dispositivo,
efetuar a divisdo do polindmio P(x) = 3x® — 5x% + x — 2 por (x — 2).

1. Colocamos a raiz do divisor seguida dos coeficientes do dividendo, em ordem
decrescente dos expoentes de x, do polindmio completo no seguinte modelo.

2‘3 501 22

2. Repetimos, abaixo da linha, o primeiro coeficiente do dividendo.

2‘3 5 1 -2
‘3

3. Multiplicamos a raiz do divisor pelo coeficiente repetido e adicionamos o produto
com o segundo coeficiente do dividendo, colocando o resultado abaixo deste

v

| +
r-2‘3 501 -2
X] ‘3

¥
1

4. Repetimos o processo com o nimero colocado ao lado do coeficiente repetido, e
assim sucessivamente. Veja a seguir
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*5
|—-2‘3 S 1 -2
- '3 1 3
| * ]
|—-2‘3 -5 -2
Xl ' —3 4

5. Separamos o ultimo nimero formado que é igual ao resto da divisdo; os niimeros
que ficam a esquerda deste sdo os coeficientes do quociente,

Logo, Q(x) =3x> =x=3eR(x) =4

3.2.2 Decomposicdo de um polindmio em fatores
Consideremos um polindmio P(x) de graun, n > 1, dado por,

2

P(x) = apx + ay X" + 20X 2 + -+ apx® + axt +agx® £ 0

Suponhamos que P(x) admite r; como raiz, logo

P(x)| x-r

o[ Pe TSR

em que P;(x) é de grau (n-1), sendo o coeficiente do termo de grau mais elevado ainda
a, (essa conclusdo é facilmente percebida no exemplo de divisdo de polindmios na se¢do
1.4).

Sen =1, entdo P;(x) é um polindmio de grau 0, ou seja, P1(x) é um polindmio constante
igual a P1(x) = a,. Assim, obtemos P(x) = (x — r1)P1(x) = P(x) = a,(x — 7).

Sen >2,entdon —1 > 1. Supondo que P;(x) admita como raiz r,, teremos

P,(x)| x-r

0| P — P,(x)=(x-r,)-P,(x)
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em que a, continua sendo o coeficiente de termo de mais elevado grau. Substituindo
P1(x), temos que P(x) = (x — r1)(x = 12)Pa(x).

Se n = 2, temos que P>(x) é um polindmio de grau 0 e dado pela constante a,, logo
P(x) = an(x — r1)(x — 12).

Suponha que P>(x) admite r3 como raiz, determinamos de forma andloga P3(x), P4(x),
Ps(x), etc, supondo sempre que cada um deles tem uma raiz que chamaremos de r3, 4, 15,
etc.

Como na passagem de P,(x) para P,.1(x) se verifica que o grau diminui de uma
unidade, mas o coeficiente do termo de mais elevado grau continua a ser a,, tem-se que
P, (x) = a,. Assim, escrevemos que:

P(x) = an(x = r1)(x = 12) -+~ (x = 1)

Esta forma de se escrever um polindmio é chamada de forma fatorada de um po-
lindbmio de grau n.

Propriedades de polindmios especiais

e Propriedade 1: se a soma dos coeficientes de um polindmio de grau n for zero, 1
sempre sera uma raiz;

e Propriedade 2: se a soma dos coeficientes dos termos de grau impar de um po-
lindbmio de grau n for igual a soma dos coeficientes dos termos de grau par, -1
sempre sera raiz;

e Propriedade 3: se um polindmio de grau n tiver coeficiente do termo de grau zero
nulo, 0 sempre sera raiz.

Exemplo 3.2.2.1

ax’ +3x° -t + 23 +5x2 +3x-10=0

Temos que a soma dos coeficientes aqui é nula, logo 1 é raiz, ou seja, esse polindmio é
divisivel pelo binémio (x — 1).

b)x* +3x3 +8x* + 10x + 4 = 0

Temos que a soma dos coeficientes de termos de grau impar é igual a soma dos
coeficientes de termos de grau par (lembrando que o termo 4 pode ser escrito como 4x),
logo -1 seré raiz e o polindmio serd divisivel pelo bindmio (x+1).

X7 + X654 4 x4 L xF x5 4 x2 =0

Vemos que este polindmio ndo possui termos de grau zero, portanto, zero é uma raiz,
sendo divisivel pelo monémio x.



36

CAPITULO 3. POLINOMIOS E PRODUTOS NOTAVEIS



Capitulo 4

Funcoes

E comum que nos deparemos com situagdes, mesmo que simples que relacionem
grandezas conhecidas, como o pre¢o da conta de dgua sendo calculado pelo volume
utilizado, ou o pre¢o da gasolina a partir da quantidade de combustivel abastecido,
ou ainda o tempo que se leva para viajar determinada distancia em uma determinada
velocidade.

E muito Gtil que equacionemos estas relacdes entre as grandezas, que a partir de
agora chamaremos de varidveis. Estas relacdes sdo conhecidas como fungdes, e sua
definicdo vem a partir da construcdo dos conceitos que envolvem conjuntos. Neste
capitulo desenvolveremos toda a teoria necessdria relacionada a conjuntos e a fungdes,
dando exemplos das fun¢des mateméticas mais conhecidas.

4.1 Conjuntos

E corriqueiro utilizar a nogao de conjuntos, organizando uma lista, um quadro,
lembretes, formar um time, dentre outras coisas. Mas precisamos entender o que é um
conjunto enquanto entidade matematica e como é essencial para que se compreenda a
ideia de funcdo. A representagdo matematica de um conjunto ¢é feita com a colocagio de
seus elementos, um a um, entre chaves. Seja A o conjunto que contém todos os nimeros
naturais entre 1 e 10 incluindo os extremos, entdo podemos representa-lo como

A=1{1,23,4,56,7,8,9,10} 4.1)

E comum que se represente conjuntos através de uma figura conhecida como Diagrama
de Venn, onde um circulo ou figura arredondada semelhante (elipses, por exemplo),
representa o conjunto e todos os seus elementos escritos na parte interna, como mostra a
figura 4.1.1.

10

Figura 4.1.1: Conjunto A

37
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Igualdade de conjuntos

Dizemos que dois conjuntos A e B sdo iguais apenas se 0s seus elementos sdo
idénticos. Quando isso ocorre utilizamos o sinal de igualdade comum, como A = B,
assim vemos na figura 4.1.2

I 203 120 3

4 5 6 4 5 6

7 8 9 7 8 9
10 10

Figura 4.1.2: Conjunto A (esquerda) e conjunto B (direita)

Utilizamos uma determinada simbologia para representar pertencimento de elemen-
tos a determinados conjuntos, assim como para representar ndo pertencimento.

e Para dizer que um elemento m pertence a um conjunto A, escrevemos m € A;

e Para dizer que um elemento p ndo pertence a um conjunto B, escrevemos p < B.

Conjunto universo

Quando estudamos situa¢des em que nos utilizamos de conjuntos, é ttil determinar
o conjunto universo do cendrio que estamos estudando. Por exemplo, quando se faz um
estudo estatistico de notas de uma sala do 3° ano de uma escola, o conjunto universo sao
todos os alunos desta determinada sala.

Conjunto unitario

Chamamos um conjunto de unitdrio quando este contém apenas um elemento, ndo
importando qual seja.

Conjunto vazio

Naturalmente, um conjunto vazio é um conjunto que ndo tem nenhum elemento
presente. Representamos um conjunto vazio simplesmente com um espago vazio entre
chaves ou pelo simbolo @.

Subconjuntos

Considere dois conjuntos A = {1,4,8}e B ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}, representados pelo
diagrama de Venn na figura 4.1.3.
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Figura 4.1.3: Conjuntos A e B representados no diagrama de Venn

Perceba que o conjunto A estd inserido no conjunto B, pois todos os elementos de
A também fazem parte de B, ou seja, dizemos que A estd contido em B ou que A é um
subconjunto de B. Assim como a ideia de pertencimento de um elemento a um conjunto, a
de um conjunto em outro também tem simbologia prépria.

e Como A esta contido em B, escrevemos A C B;

e Também podemos escrever o raciocinio inverso, que B contém A, ou seja B D A.

Se existisse pelo menos um elemento de A que ndo pertencesse a B também, entdo A
ndo seria um subconjunto de B. Ainda teriam uma rela¢do, mas ndo esta em questao.

4.1.1 Operacgodes entre conjuntos

Como citado, existem outras rela¢des entre conjuntos além de pertencimento total,
as chamamos de unido e intersecgio.

Unido de conjuntos

Sejam dois conjuntos M = {1,3,5,7} e N = {0,1,2,3,4}. Queremos encontrar um
conjunto P formado pelos elementos que pertencam a M ou a N, ou a ambos. Dizemos
que P é a unido de M com N, denotada por M UN. Assim, P=MUN ={0,1,2,3,4,5,7}.
O simbolo U significa unido.

Define-se entdo que a unido de dois conjuntos M e N é o conjunto formado por todos
os elementos que pertencem a M ou a N. No diagrama de Venn, a representacao seria
feita segundo a figura 4.1.4, onde os dois conjuntos estdo na mesma cor para indicar a
unido.

| | e
w2
\\ \.\ /,- /
< XN S 4
e e =
M = __—'\Nj

Figura 4.1.4: Conjunto M U N em mesma cor.
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Intersecc¢do entre conjuntos

Tenhamos em mente dois conjuntos R = {0,2,4,6,5} e S = {0,1,2,3,4}. Queremos
agora determinar um conjunto formado apenas pelos elementos que R e S tem em comum.
Este conjunto é dado pela interseccdo de R com S representado como R N S, 1é-se R
interseccio S. Na figura 4.1.4 colorimos os todas as regides dos dois conjuntos para
representar a unido, mas quando fazemos a intersec¢do, devemos destacar apenas a
regido que contém os elementos em comum, tal como a figura 4.1.5

Figura 4.1.5: Conjunto RN S em verde.

4.1.2 Conjuntos numéricos

Existem alguns conjuntos numéricos que é importante que conhecamos: os naturais,
inteiros, racionais, irracionais e reais. Estes sdo dados por:

e Conjunto dos ntimeros naturais: é composto por todos os ntimeros inteiros (ndo
fraciondrios) e positivos. Assim, N = {0,1,2,3,...};

e Conjunto dos ntimero inteiros: é composto por todos os ntimeros inteiros (ndo
fraciondrios) positivos e negativos, tal que Z ={...,-2,-1,0,1,2, ...};

e Conjunto dos ntmeros racionais: é composto por qualquer ntimero resultante de
uma fragdo entre dois inteiros, excluindo-se o zero no denominador, ou seja

Q:%mezmez

em que Z" representa o conjunto dos inteiros excluindo-se o zero. Assim Q =
{..,=0,43;0,34;1,2;3,43;...};;

e Conjunto dos ntimero irracionais: é composto por nimeros com dizimas infinitas
e ndo periddicas. Portanto, I = {...; V2; ;e b

¢ Conjunto dos nimero reais: é composto por todos os nimero ndo complexos (sem
unidade imagindria i), ou seja, os reais incluem todos os outros conjuntos numéricos
citados. Desta forma, R = {...; -72,3972; -34,23; 1,44, ...}.

Se formos representar estes conjuntos na forma do diagrama de Venn, seriam vérios
subconjuntos contidos uns nos outros, como mostra a figura 4.1.6.
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Figura 4.1.6: Conjuntos numéricos.

4.1.3 Intervalos

Ainda faltam alguns conceitos fundamentais para construirmos o contetido de
funcdes, e entender o que sdo intervalos e como representé-los é parte essencial destes
conceitos. Dizemos que intervalos sdo subconjuntos dos nimeros reais que sdo determi-
nados por desigualdades.

Consideremos inicialmente um subconjunto dos reais que incluam todos os niimeros
maiores que 5 e menores que 9, ou seja, ndo incluimos o 5 e 0 9, apenas todos os outros
niimeros reais existentes entre eles. Em linguagem matematica, denotamos tal conjunto
por {x € R|5 < x < 9} ou {x € Rlx €]5,9[}. Podemos também representar intervalos com
circulos em uma linha que representa o sentido de crescimento dos niimeros reais, entdo
para niimeros reais entre 5 e 9, temos a figura 4.1.7.

5 9

\J

Figura4.1.7: {x e R5 < x <9}

Repare que os circulos estdo em branco (também se fala “bolinha aberta”), assim
dizemos que se trata de um intervalo aberto nos dois extremos, ou seja, o intervalo ndo
inclui nenhum dos dois valores extremos, seja o da esquerda, ou da direita. O segmento
em vermelho representa o intervalo de interesse.

Se falarmos agora de um subconjunto que inclua todos os valores reais maiores ou
iguais a -12 e menores ou iguais a 13, estamos incluindo os dois valores dos extremos. Em
linguagem matemadtica temos que {x € R|—-12 < x < 13} ou ainda {x € R|x € [-12,13]}. Se
quisermos utilizar uma representagdo similar a figura 4.1.7, podemos fazer isso conforme
a figura 4.1.8, onde as bolinhas dos extremos estdo preenchidas, assim dizemos que o
intervalo é fechado nos dois extremos.

-12 13

\J

Figura 4.1.8: {x e R| - 12 < x < 13}

Ainda temos intervalos que incluem um extremo e outro ndo, como por exemplo, o
subconjunto dos reais que diz respeito ao valores maiores que -4 e menores ou iguais a
9,5. Assim, ndo incluimos o extremo da esquerda, mas incluimos o extremo da direita, o
que pode ser escrito matematicamente como {x € R| —4 < x < 9,5} ou ainda se escreve
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que {x € R|x €] — 4;9,5]}. Este intervalo pode ser representado pela figura 4.1.9, onde o
extremo da esquerda tem uma bolinha aberta e o da direita uma bolinha fechada.

-4 9,5

—_—r——————————————

Figura4.1.9: {xe R|-4 <x <9,5}

Ainda dizemos que intervalos que tem um extremo aberto e um extremo fechado é
um intervalo semiaberto, e no caso da figura 4.1.9, é um intervalo semiaberto a esquerda.

Existem intervalos em que nos referimos apenas a um extremo, mas o outro é incluido
implicitamente como +o0. Por exemplo, o intervalo {x € R|x > a}, ou seja, incluimos todos
os valores reais maiores que 4, assim, o intervalo é representado por ]a, +oo[, mas perceba
que nesta representacgdo o intervalo também estd aberto no infinito, uma vez que nenhum
intervalo inclui o infinito como extremo. Em uma representagao figurativa, podemos nos
valer da figura 4.1.10.

Y

Figura 4.1.10: {x € R|x > a} ou ainda ]a, +oo[

Outros intervalos similares sdo mostrados nas figuras 4.1.11, 4.1.12, 4.1.13.

A J

Figura 4.1.11: {x € R|x > a} ou ainda [a, +oo[

\J

Figura 4.1.12: {x € R|x < a} ou ainda ] — o0, 4[

L 14

\J

Figura 4.1.13: {x € R|x < a} ouainda | — o0,4]

Vale ressaltar que existe outra notagdo para representar um intervalo aberto, ao invés
de utilizarmos as chaves ao contrario, podemos utilizar um paréntese comum. Por
exemplo, o intervalo representado na figura 4.1.10 pode ser escrito como (a, +o) e o da
figura 4.1.12 como (—c0,a). Considera-se também que o intervalo (—oo, +o0) ou ainda
] — 00, +00[ representa o conjunto dos reais.

4.2 Definicao de funcao

Falar de fungdes é falar sobre relagdes entre grandezas varidveis. Consideremos
entdo um caso motivacional onde queremos relacionar duas grandezas fisicas, espaco e
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tempo e concluir que uma pode ser escrita como funcdo da outra na situacdo em que um
maratonista treina a uma velocidade constante. Seu preparador fisico reparou que a cada
15 minutos ele percorreu 1700m e fez a tabela 4.4.1.

Tempo (min) | Espaco percorrido (m)
15 1500
30 3000
45 4500
60 6000
75 7500

Tabela 4.2.1: Espago percorrido e tempo

Pela tabela 4.4.1, conclui-se uma relagdo matemadtica entre o espago percorrido x e o
tempo passado em minutos ¢, uma vez que se em 15 minutos o maratonista anda 1500m,
podemos concluir que a cada minuto o maratonista anda 100m. Portanto, tomando x(f)
como o espago (em metros) em fun¢do do tempo (em minutos), podemos escrever que
x(t) = 100t, mostrando que para cada minuto que se passa, 100m sdo adicionados a
distancia percorrida.

Podemos dizer que a distancia depende do tempo que o maratonista ficou correndo
em velocidade constante, entdo dizemos que o tempo é a varidvel independente, uma
vez que o tempo ird progredir independentemente do individuo estar em movimento
ou ndo, enquanto a distdncia é a varidvel dependente, tendo em vista que esta depende
exclusivamente do tempo que o atleta passa correndo.

Consideremos agora um quadrado de lado /, entdo se fossemos calcular sua &drea
terfamos que A = 12, desta forma se | = 8cm, encontrariamos que A = 64cm?. Em uma
relacdo desse tipo, temos que a drea depende do tamanho do lado da figura, ou seja,
dizemos que a 4rea é a varidvel dependente e o lado a varidvel independente.

Em ambos os casos falados aqui, temos algumas coisas em comum:

e Para quaisquer valores de varidveis independentes existem valores associados de
varidvel dependente;

e Cada valor da varidvel independente existe um, e apenas um valor da variavel
dependente.

Relagdes que preservam estas caracteristicas sdo chamadas de fun¢des. Assim dizemos
que a distancia percorrida é uma fungdo do tempo que o maratonista passa correndo,
que a drea do quadrado é uma fun¢do do tamanho de seu lado.

Dominio e imagem

Quando trabalhamos com fun¢des, os conceitos de dominio e imagem sdo essenciais
para estudarmos o assunto em profundidade. Definimos tais conceitos como:

e Dominio da fungado é o conjunto de todos os valores dados para a varidvel indepen-
dente;

e Imagem da fungdo é o conjunto de todos os valores dados para a varidvel depen-
dente;
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Defini¢ao matematica formal

Antes de nos apropriarmos de uma defini¢do formal, é interessante descrevermos
um produto cartesiano e uma relagdo entre dois conjuntos.

Produto cartesiano:

Dados dois conjuntos ndo vazios, A e B, denomina-se produto cartesiano (indica-se
A X B) de A por B o conjunto formado pelos pares ordenados nos quais o primeiro
elemento pertence a A e o segundo pertence a B.

AXB={(xylxcAeyecBj
Relacao entre conjuntos:

Dados dois conjuntos, A e B, dd-se o nome de relacdo R de A em B a qualquer
subconjunto de A X B. R é arelacgdode Aem B & R C A X B.

Vamos entender as duas defini¢des por meio de um exemplo. Tenha em mente os
conjuntos A = {2,4,5,6,7} e B = {4,8,9,10,12,13, 14} em que a relacdo R de A e B é tal
que y = 2x, sendo x € A e y € B. O produto cartesianos puro e simples independe da
relacdo R entre os conjuntos, é uma simples permutagdo entre os elementos dos conjuntos
formando o que chamamos de pares ordenados. Assim, temos que o produto cartesiano
AXBé

AXB=1{(2,4);(2,38);(2,9);(2,10);(2,12);(2,13);(2,14); (4,4); (4,8); (4,9); (4,10); (4, 12);
(4,13);(4,14); (5,4); (5,8); (5,9); (5,10); (5,12); (5, 13); (5, 14); (6, 4); (6, 8); (6, 9); (6, 10);
(6,12);(6,13);(6,14);(7,4);(7,8);(7,9); (7,10);(7,12);(7,13); (7, 14)}

Porém, a relagdo R existente seleciona quais os pares ordenados de interesse a partir
do produto cartesiano. Como y = 2x os tinicos pares ordenados que satisfazem a relacdo
sendo x € Aey € Bsédo (2,4), (4,8), (510), (6,12) e (7,14) os quais representamos pela
figura 4.2.1.

4
2 8
4#”";#’#* 9
s ——10

11
66— ——»12
7 13

14

Figura 4.2.1: Relagdo R de A em B

Assim, observamos que em uma relagdo R de A em B, o conjunto R é formado pelos
pares (x,y), em que o elemento x € A é associado ao elemento y € B dependendo da
chamada lei de associagao (no caso y = 2x). Entdo, a fungdo pode ser definida como um
tipo especial de relagao:
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Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios e f uma relacdao de A e B. Esta relacao f é
uma funcdo de A em B quando a cada elemento x do conjunto A esta associado
um e apenas um elemento y do conjunto B.

A partir da defini¢do conseguimos extrair duas condi¢des necessdarias para que uma
relagdo constitua uma fungdo, as quais ja foram citadas pela anélise dos casos dados como
exemplos. Estas sdo:

e Todo elemento A deve ser associado a algum elemento de B;
e A um dado elemento de A deve estar associado um tnico elemento de B

Assim, quando realmente se trata de uma fungdo de A em B, representamos isso da
seguinte forma f : A — B (lé-se: funcdo de A e B) e x > y (1é-se: a cada valordex € A
associa-se um s6 valor y € B). Ou seja, para ser uma fungdo, para cada x s6 pode existir
um Y, mas para cada y pode existir mais de um x.

O conjunto A é denominado dominio da fun¢do, indicado comumente pela letra D, e
representa todos os valores de x para a qual a fungéo existe, estd diretamente relacionado
com o campo de existéncia da fungdo.

O conjunto B é denominado contradominio da funcdo, indicado por CD, e inclui
todos os valores que correspondem aos elementos do dominio. Aqui é necessario um
pouco de abstragdo para compreender a diferenga entre o dominio e contradominio. O
contradominio é composto por todos os elementos que a fun¢do poderia assumir, mas
ndo assume necessariamente, ou seja, inclui valores que a fungdo assume e valores que
esta poderia assumir, mas ndo assume.

Cada elemento x do dominio tem seu y correspondente no contradominio. Este valor
de y é chamado de imagem de x pela funcédo f. Todos os valores que y assume formam
o conjunto imagem da fungdo, indicado por Im. Vale ressaltar que o conjunto imagem
sempre é um subconjunto do contradominio.

Consideremos, por exemplo, os conjuntos A = {0,5,15} e B = {0,5,10,15,20,25}, e a
relagdo de A em B dada pela férmula f(x) = y = x+5em que x € A e y € B. Vamos
determinar primeiramente se f(x) realmente é uma fungéo:

Para todos valores de A, existe um, e apenas um, valor associado em B,

x=0=>y=5
x=5=y=10
x=15=y=20

assim, essa relagdo realmente constitui uma fun¢do. Também dizemos que o valor de x e
seu y correspondente formam um par ordenado no plano cartesiano, assim os pares nesse
caso seriam (0,5), (5,10) e (15,20).

Agora podemos definir os conjuntos do dominio, contradominio e imagem. Pelas
defini¢des, a partir de A e B, temos que

D ={0,5,15} Im = 1{5,10, 20} CD = {0,5,10, 20,25}

Representacao grafica de funcdes

Toda fungdo, como ja falado aqui tem intimeros pares ordenados que surgem a
partir da sua respectiva lei de formacdo e ndo é a maneira mais pratica representarmos
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estes por meio de listas ou tabelas, costumamos nos interessar pela representacgdo grafica
dessas relacdes em curvas que contém todos os pares ordenados.

Esta representacdo gréfica é feita no chamado plano cartesiano, uma area criada com
duas linhas (em duas dimensées), uma horizontal e uma vertical. A linha horizontal
representa o eixo x ou eixo das abscissas, enquanto a linha vertical é o eixo y ou eixo das
ordenadas. O ponto de intersec¢do entre os dois eixos representa a origem O e equivale
ao par ordenado (0,0). A figura 4.4.2 mostra que quando analisamos o plano como um
todo, temos uma divisao de 4 areas, as quais chamamos de quadrantes numerados como
a figura 4.4.2 explicita, assim como os sinais dos valores de x e y em cada quadrante.

Mais a frente veremos que existem infinitas curvas que podem ser representadas no
plano cartesiano, muitas vezes ndo sendo necessariamente fungdes, mas cada fungao tem
sua curva caracteristica e especifica.

eixoy
A

4° Quadrante 1° Quadrante
(w0, y=0) (x>0, y=0)

> eixo x

3° Quadrante 2° Quadrante

{x=0, y=0) (x>0, y<0)

Figura 4.2.2: Plano cartesiano

Estudando o dominio de uma fungao

Quando analisamos uma funcao, é extremamente importante que consigamos iden-
tificar para quais valores de x aquela fungao existe, pois delimita os valores com os quais
podemos trabalhar seguindo determinada relagdo. Neste momento, trataremos mais de
exemplos diretos, exigindo menos abstragao.

Considere primeiramente a fungéo y = x2. Perceba que para y permanecer no conjunto
dos reais (IR) x pode assumir qualquer valor pertencente aos reais, que esse valor elevado
ao quadrado serd um ntimero real, ou seja, temos que o dominio da fungdo é o conjunto
dos reais. Em linguagem matematica, temos que x € R.

< 1 . .
Tenha em mente agora a fun¢do y = —. Para determinar os valores de x que permitam
x

a existéncia da fungdo é mais intuitivo pensar nos valores que x ndo pode assumir.
Neste caso, temos que x pode assumir qualquer valor real positivo e qualquer valor real
negativo, mas ndo pode ser zero, uma vez que um termo nulo no denominador de uma
fungédo representa uma determinacdo matemadtica, logo, a condicdo que assumimos para
esse dominio é que x # 0, que em linguagem matematica é escrito como

xeRjx#0

e lido como x pertence aos reais, tal que x é diferente de zero.
Para uma fun¢do em que a incégnita estd em uma raiz, temos condi¢des que uma
raiz deve atender para que estejamos no dominio dos reais. Por exemplo, para a funcao
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y= Vx2 — 5x + 6, o termo dentro da raiz deve ser maior ou igual a zero, assim,
x> —5x+6>0

Aqui devemos encontrar as raizes da equagdo do segundo grau pelo método que for
mais conveniente. Por soma e produto as raizes sdo 2 e 3, e a parabola tem concavidade
para cim, ou seja, y < 0 para valores de x entre 2 e 3. Se quisermos apenas valores em que
a equacao assume valores iguais ou maiores que zero, podemos construir um segmento
de reta orientado com nossos intervalos de interesse como mostra a seguir.

+ 2 3 +

Y

Figura 4.2.3: Intervalo de interesse para a fungdo y = Vx2 —5x + 6

Desta forma, o dominio da nossa fung¢do inclui valores menores ou iguais a 2 e maiores
ou iguais a 3, 0 que podemos escrever como

x € R|x €] — 00;2] e x € [3; +00][

- . . x+4 .
Para o ultimo exemplo, considere a fungdo y = ———. Pouco importa o valor que x

x—32
assume no numerador, pode ser qualquer ntimero real. O que nos interessa é o valor que
x é capaz de assumir no numerador. Se analisarmos apenas a raiz, teriamos que x—32 > 0,
porém a raiz estd no denominador, logo o termo dentro da raiz ndo pode ser nulo, assim,

nossa condicdo para essa funcdo é apenas
x=32>0=x>32

0 que expressamos por
x € Rlx > 32

4.3 Funcao constante

Uma fungédo constante é descrita como uma fungdo polinomial de grau zero, ou seja,
é uma fungdo em que o tnico coeficiente do polindmio é o que estd com uma variavel de
grau zero (x° = 1). Esta funcdo tem sua forma geral f(x) = c em que ¢ é uma constante
qualquer. E interessante perceber que mesmo sendo uma fungao, estd assumird o mesmo
valor para qualquer valor de x. O grafico desse tipo de funcdo é uma reta horizontal como
na figura a seguir.

f(x)=c

+ X

Figura 4.3.1: Grafico de uma fungdo constante
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4.4 Funcao do 1° grau

A fungdo de 1° grau é o primeiro tipo de fungdo estudado no ensino médio por
ser uma relagao linear entre as duas grandezas em questdo. E uma funcio polinomial de
grau 1, ou seja, 0 expoente mais alto de uma incégnita é 1. E definida como f(x) = ax + b
onde a e b sdo constantes reais (a,b € Rla # 0).

A constante a é chamada de coeficiente angular e determina a inclinagdo da reta.
Quando a > 0 dizemos que a fungédo é crescente e quando a < 0 a funcdo é dita descres-
cente.

Toda fung¢do do primeiro grau é representada graficamente por uma reta. Veja a reta
y=x,emquea=1eb=0. O coeficiente 2 ¢ chamado de angular por estar relacionado
com o angulo entre a reta e o eixo x.

YIh

y(x) =x

B=45°

Figura 4.4.1: Representacdo gréfica da reta y(x) = x

Definimos que a = tan0, e para a = 1, temos que 0 = 45°.

Tratando do coeficiente b, teremos que b serad o valor de y quando x = 0, ou seja, é
o ponto de interse¢do da reta com o eixo das ordenadas, sendo chamado de coeficiente
linear. Tomemos a funcdo y = 2x + 3 como exemplo para analisar o gréfico a seguir.

)‘lh

yix) = 2x+3

Figura 4.4.2: Representagdo gréfica da fungdo y = 2x + 3

Perceba que b = 3, 0 que garante que a inica interse¢do da reta com o eixo y serd no
ponto (0, 3).
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4.5 Funcao do 2° grau

A fungdo quadratica, também denominada por fungdo de 2° grau, é assim chamada
por ser uma fung¢do polinomial de grau dois. Entdo, podemos defini-la como: f(x) =
ax? + bx + c onde 4, b e c sdo constantes reais (1 € R /a # 0). O grafico de uma fungdo
quadratica é sempre uma curva chamada pardbola. Quando a < 0 a parabola é concava
paracima, sea > 0 é concava parabaixo. O coeficiente linear agora é ¢, e ainda corresponde
ao ponto em que o grafico toca o eixo y.

O vértice da fungdo do 2° grau é sempre um ponto de maximo ou de minimo de-
pendendo da concavidade. A determinacdo analitica desse ponto é dada pelas seguintes
férmulas

-b

Xy = —
v 2a
-A

Yy = —
v 4qa

Existem outras maneiras de determinar esse ponto, porém serdo necessarios conhe-
cimentos de célculo, mais especificamente derivagdo, porém isto serd visto no curso de
Célculo 1.

yAL

y(x) = x?

Figura4.5.1

4.6 Funcao Exponencial

Diferentemente das fung¢des polinomiais, a fun¢do exponencial ndo tem a varidvel
de sua fungdo elevada a algum valor, mas agora, a fungdo contém a variavel no préprio
expoente. Podemos defini-la como: f(x) = a*, onde a é uma constante real diferente de
zero, chamada de base da fun¢do. Um caso especial é quando a = e (ntimero de Euler,
e = 2,718...). A fungdo exponencial é em geral uma curva, “"virada”para cima quando
a > 0. Vale lembrar da relagdo a™ = a%, , assim o grafico da curva para negativo fica
espelhado pelo eixo y, veja as seguintes figuras.
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y(x) = ¢’
» X

Figura 4.6.1

4.7 Funcao Logaritmica

Essa fungdo estd diretamente relacionada com a fungdo exponencial. Se x = aY,
entdo podemos dizer que y = log,x. Observe que a funcdo logaritmica é o inverso da
fungdo exponencial (lé-se: y igual ao logaritmo de x na base a). As bases mais utilizadas
na fungdo logaritmica sdo o ntimero 10 (x = 10Y — y = logx) e o nimero de Euler e
(x =¥ — y = Inx), e chamamos de logaritmo natural ou logaritmo neperiano). Define-se
entdo a funcdo logaritmica como: f(x) = log,x. Percebemos que hd uma restri¢io no
dominio, ja que ndo é possivel ter x negativo (analise o que aconteceria com x negativo
na func¢do exponencial).

y(x) = log(x)
/ * X

Figura 4.7.1

4.8 Funcodes compostas

"Existem muitas situa¢des em que uma func¢do depende de uma varidvel que,
por sua vez, depende de outra, e assim por diante. Podemos dizer, por exemplo, que
a concentracdo de monéxido de carbono na atmosfera, de uma determinada cidade,
depende da quantidade de carros que trafegam por ela, porém a quantidade de carros
varia com o tempo. Consequentemente, a concentracdo de mondéxido de carbono varia
com o tempo.”

Fonte:http://www.calculo.iq.unesp.br/Calculol/funcao-composta.html

Vamos compreender o que é a funcdo composta, que é representada por: g(f(x)). A
fungdo composta é uma funcdo que resulta da aplicacdo de uma fungdo a outra fungéo,
como se fosse um efeito bola de neve. Vamos compreender através do texto acima:
chamemos a concentragdo de monéxido de carbono de ¢, a quantidade de carros de q e
o tempo serd t. O que conseguimos saber é que a quantidade de carros varia conforme o
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tempo, entdo durante o dia temos um fluxo distinto conforme o horério (tempo), portanto
podemos concluir que a quantidade de carros é uma fungdo do tempo, ou seja, q(t).
Entretanto, sabemos que a concentragdo do monéxido de carbono varia com a quantidade
de carros, quando ha mais carros, a concentragdo aumenta e quando ha menos carros, a
concentra¢do diminui. Podemos ver que a concentragdo de monéxido varia em fungdo
da quantidade de carros c(q), pois estdo ligadas intrinsecamente.

Caso queiramos determinar a concentra¢do de monéxido em fungdo do tempo, faze-
mos a fun¢do composta de c(q) com q(t), uma vez que a quantidade de carros também
é uma fung¢do do tempo. Denotamos assim uma fungdo composta por c(q(t)) ou ainda
(o qt).

Exemplo

Considere as seguintes fungdes f(x) = x +2 e g(x) = 4x*> — 1. Temos entdo que
e(f(x) =4(x +2)> =1 - f(g(x)) = 4x> + 16x + 15
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Capitulo 5

Trigonometria

5.1 Arcos e angulos

Quando tracamos dois pontos em uma circunferéncia, delimitamos duas regides
distintas sobre seu comprimento.

N

Figura 5.1.1: Arcos em uma circunferéncia.

Assim, quaisquer dois pontos A e B sobre uma circunferéncia determinam os arcos de
circunferéncia AB. No caso em que A e B sdo coincidentes, formam-se dois arcos, o nulo,
que é o préprio ponto mencionado, e o arco de uma volta, que é a propria circunferéncia.

As vezes, nos deparamos com problemas em que é necessdrio comparar arcos e,
portanto, precisamos desenvolver formas de medi-los, estabelecendo, assim, algumas
unidades. E recorrente que trabalhemos com duas unidades de medida de arcos: o radiano
e o grau.

Se fizermos 360 divisdes em todo o comprimento da circunferéncia, de forma que
360 arcos sejam determinados, definimos cada unidade como um grau (°). Em outras
palavras, dizemos que o grau é uma parte em 360 do comprimento da circunferéncia.

Por outro lado, definimos o radiano (rad) de forma um pouco distinta. Se conside-
ramos uma circunferéncia que possua raio igual a R, o0 arco unitdrio cujo comprimento
também valha R é o que chamaremos por radiano.

53
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A B A
— R
|I|l “‘Il B
|, .
\ /
\ |
\\
\-m____

Figura 5.1.2: O radiano.

O fato de que uma circunferéncia possui 360° é bem intuitivo, mas a quanto isso
corresponde em radianos? Podemos obter a resposta através de uma construgdo simples.

Imagine que inscrevemos um hexdgono em uma circunferéncia cujo raio R é igual as
arestas deste poligono, de forma que obtenhamos a seguinte configuracéo:

A/-/ —_F

// N

/

Y
[ \

|' \
B}I_ |E
\\ /1
\C. S )
R

Figura 5.1.3: Hexdgono de aresta R inscrito em uma circunferéncia.

Sabendo que uma corda é sempre menor que o seu arco correspondente e que, no pro-
blema, as cordas (as arestas dos hexdgonos) sdo iguais ao raio da circunferéncia, podemos
inferir que os arcos sdo maiores que R e, portanto, sio maiores que um radiano. Assim,
se fizermos uma soma em todo o comprimento da circunferéncia a fim de determinarmos
quantos radianos ela possui, obteremos algo em torno de 6 radianos mais a fragdo adici-
onal remanescente dos arcos. E possivel mostrar que esse ntiimero vale cerca de 6,2835,
que denotaremos por 2.

Assim, obtemos uma relagdo de correspondéncia entre radianos e graus:

360° — 27t rad
180° — 7t rad

De forma que, se temos um valor 2 em graus, podemos usar a transformagdo para
obter:

360° — 27t rad
a® — yrad
entao,
2rc-xrad  m-xrad
360 180

Ou o contrario, se temos a radianos e queremos determinar o equivalente em graus:

yrad =

(5.1)
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360° — 27t rad

y° — arad

o a-360° a-180°
y = =

= - 5.2)

Se queremos converter 30° em radianos, usamos (5.1) para obter:

30 _m rad
=180 T 6
Ou 7 rad em graus, utilizamos (5.2):
1180 450
y=—"710
a
A
B
b

Figura 5.1.4: Angulo central.

Como o leitor provavelmente estd familiarizado, sabemos que a cada arco corresponde
um dngulo central tnico. Convencionando que um arco unitario corresponde a um angulo
unitdrio, utilizamos a mesma unidade de medida para ambos. Assim, um arco de 30°
estd associado unicamente a um angulo central também de 30°, bem como um angulo de
3 rad determina um arco cujo comprimento vale 3 vezes o raio da circunferéncia.

Dessa forma, se nos deparamos, por exemplo, com um arco de 5 cm associado a uma
circunferéncia de raio 3cm e estamos interessados em determinar, em radianos, o angulo
central correspondente, devemos dividir este comprimento do arco pelo raio, ja que esta
razao ird fornecer exatamente a fragdo do raio a que corresponde o arco, que é justamente a
medida dele em radianos (lembre-se de que convencionamos que arco e &ngulo possuem
a mesma unidade de medida, graus ou radianos. Por isso a necessidade de conversao
se 0 arco aparece em uma unidade de comprimento distinta, como o centimetro). Se
denotamos o angulo por a, o comprimento do arco por [ e o raio por R, escrevemos a
relagdo:
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a—i
"R

Assim, no exemplo mencionado, onde | = 5¢m e R = 3cm, temos

5
o= 3 ~ 1,7 rad

Ou seja, um arco de 5 cm numa circunferéncia de raio igual a 3 cm equivale a um arco
de 1,7 rad e determina unicamente um angulo central de mesmo valor, 1,7 rad.

5.2 Ciclo Trigonométrico

d
A
By
A Of«— /A
BT

Figura 5.2.1: Ciclo trigonométrico.

Vamos imaginar uma constru¢do onde ha uma circunferéncia de raio unitério cen-
trada na origem de dois eixos perpendiculares c e d. Vamos definir sobre essa estrutura
a propriedade de associar um ntimero real x a um ponto P sobre o comprimento da
circunferéncia, de forma que:

1. Se x é zero, o ponto P coincide com o ponto A da figura;

2. Se x > 0, x “caminha”sobre o comprimento da circunferéncia a partir de A até P,
no sentido anti-hordrio, de forma que determina sobre a circunferéncia um arco de
comprimento x (AP mede x rad);

3. Se x <0, x “caminha”sobre o comprimento da circunferéncia a partir de A até P, no
sentido hordrio, de forma que também determina sobre a circunferéncia um arco de
comprimento x;

Como a circunferéncia possui raio 1, pela conhecida férmula

C =27mR,

que da o comprimento em fungdo do raio, percebemos que ela tem comprimento igual
a 2m, de forma que os dois eixos que atravessam seu centro dividem-na em quatro partes
distintas:
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. . x Lo . D . Tt
1. A primeira regido, chamada primeiro quadrante, é o arco AB de comprimento - que

compreendedex =0ax = E;

>0

_T
3
1“(&

\
\

B
/4 1x=0 > C
A,!‘j |
B ]

Figura 5.2.2: Primeiro quadrante.

N
2. A segunda regido, chamada segundo quadrante, é o arco BA’, também de compri-

T T
mento 5 que compreende de x = S @X=T

=

3

_T
B2
2° Quadrante \
x=n :
-« »
| A

oo

A O

Figura 5.2.3: Segundo quadrante.

VRN
3. Aterceira regido, chamada terceiro quadrante, é o arco A’B’, também de comprimento

3n
7,que compreendede x = ta x = 7;
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d
A
B
X P
A'!TI 0 41—va >0
3° Quadrante
B’x=*%

Figura 5.2.4: Terceiro quadrante.

VR

TRIGONOMETRIA

4. A quarta regido, chamada quarto quadrante, é o arco B’A, também de comprimento

4
7, que compreende de x = - ax=2m;

d

A
B

X=27
> C
A O+—7 /A
4° Quadrante

BYx=22

Figura 5.2.5: Quarto quadrante.

Observe que, se estamos percorrendo a circunferéncia no sentido hordrio, ha presenca

de nimeros negativos:
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d
A
_-3xn
B, X
X=-T | x=-2n c
A 0 q—p? x=0 o
1
B’ x=12'-'—

Figura 5.2.6: Ciclo trigonométrico percorrido no sentido horario.

Como vimos na secdo anterior, podemos associar a cada arco um angulo central, de
forma que é possivel reidentificar os ntimeros reais x como dngulos (aqui, em radianos),
no que chamamos de ciclo trigonométrico. Assim,

/N
1. Se x estd no primeiro quadrante, sua imagem P estd sobre o arco AB e x pertence ao
intervalo

0+2Tm§xsg+2nn  n=4+0,1,2..

O leitor provavelmente observou que acrescentamos um fator de 2mn sobre o in-
tervalo que estdvamos considerando previamente para os valores de x no primeiro
quadrante. Isso se deve ao fato de que ndo precisamos nos restringir a apenas uma
volta no ciclo trigonométrico, de forma que podemos continuar percorrendo seu
comprimento depois de completarmos o arco de 2. Em outras palavras, o ciclo
trigonométrico pode representar quaisquer valores reais como angulos, se percor-
rermos a circunferéncia indefinidamente.

Retomando o caso acima, temos, portanto, que n = 0 compreende 0 e 7, represen-
tando a primeira volta, n = 1 compreende 27 e 2%, representando os angulos do
primeiro quadrante para a segunda volta, e assim por diante.

N
2. Se x estd no segundo quadrante, sua imagem P estd sobre o arco BA” e x pertence ao

intervalo

Tt
E+2nn$x§n+2nn

N\
3. Se x estd no terceiro quadrante, sua imagem P esta sobre o arco A'B” e x pertence ao

intervalo

3
n+2nn§xs7n+2nn
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N\
4. E por fim, se x estd no quarto quadrante, sua imagem P estd sobre o arco B’A e x
pertence ao intervalo

32—n+27'me52n+27m

Na préxima segdo, veremos como o ambiente do ciclo trigonométrico pode ser usado
para auxiliar a compreensdo de fungdes periddicas e facilitar a visualizagdo de algumas
relagdes trigonomeétricas recorrentes.

5.2.1 O ciclo trigonométrico e as fun¢des periédicas

Agora, que ja estamos familiarizados com algumas propriedades basicas do ciclo
trigonométrico, vamos especificar alguns elementos e acrescentar outros a sua estrutura,
de forma que possamos associd-lo as fung¢des periédicas mais conhecidas.

d a
A A
B » b
>c
A 0) A
B)

Figura 5.2.7: Ciclo trigonométrico e eixos associados.
Trabalharemos com 4 eixos distintos, sendo:

1. c: eixo dos cossenos, crescente na diregdo de A" para A, com sentido positivo de O
para A;

2. d: eixo dos senos, crescente na dire¢do de B’ para B, com sentido positivo de O para
B;

3. a: eixo das tangentes, paralelo ao eixo dos senos e crescente e positivo no mesmo
sentido desse eixo;

4. b: eixo das cotangentes, paralelo ao eixo dos cossenos e crescente e positivo no
mesmo sentido desse eixo;
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5.3 Fungoes circulares

5.3.1 Funcao seno

A fungdo seno associa um ntmero real a projecdo da sua imagem sobre o eixo das
ordenadas. Assim, se um numero x determina um arco AP sobre a circunferéncia, o seno
de x é a projecdo OP’ sobre o eixo dos senos.

sen(x)

A O A

k) i
B’| eixo dos senos

Figura 5.3.1: Seno de um angulo no ciclo trigonométrico.

Sabendo que P estara sempre sobre a circunferéncia e que ela possui raio 1, é possivel
ver que a projec¢do s6 pode variar entre —1 e 1, de forma que a imagem da fungdo seno é
o intervalo [-1,1], para todo x real.

Observando o ciclo trigonométrico podemos concluir, portanto, que:

o . Tt .
1. No primeiro quadrante, sen(x) cresce no sentido de 0 a > de forma que atinge seu

minimo em 0 (sen(0) = 0) e seu maximo em g (sen (g) = 1). Observe que, em x = 0,

A o T
P = A e, portanto, ndo existe proje¢do sobre as ordenadas e que,em x = —, P = Be,
. . -~ P . . A . 2
assim, a projecado sobre as ordenadas é igual ao raio da circunferéncia;

. Tt .
2. No segundo quadrante, sen(x) decresce no sentido de >am, de forma que atinge

. .. T
seu minimo em 7t (sen(mt) = 0) e seu maximo em >

. . 3m .. .
3. No terceiro quadrante, sen(x) decresce no sentido de i a > atingindo seu maximo

L. 3n 3n . .
em 7t e seu minimo em > (sen > )= —1) e assumindo valores negativos;

. 37 .
4. No quarto quadrante, sen(x) cresce no sentido de - a 2mn, de forma que atinge seu

. 3n . . .
minimo em —- e seu maximo em 27 (sen(2m) = 0), assumindo valores negativos;

Podemos resumir o comportamento da fun¢do seno, em uma volta, tabelando alguns
valores de x:
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X sen(x)
0 0

cresce
T
— 1
2
decresce
e 0
decresce
3n
— -1
2
cresce
21 0

Tabela 5.3.1: Comportamento da fung¢do seno em uma volta no sentido anti-horério.

Podemos, ainda, esquematizar o ciclo para identificar os sinais do seno em cada

quadrante:
d
A
By
+ -
{
‘ —>C
Al 0 i TA
Bl

Figura 5.3.2: Sinais do seno em cada quadrante.

Se graficarmos x por sen(x), na representacdo mais usual, com x nas abscissas e sen(x)
nas ordenadas, fica evidente o comportamento periddico dessa fungdo e como seus valores
passam a se repetir depois de percorrido o arco de 2. Assim,

sen(x) = sen(x + 2nmn).

Na figura abaixo, destacamos a fung¢do seno para alguns valores de x, mas lembramos
que a curva continua em toda a extensao do eixo das abscissas.

Sen{x)'“ ]—de volta
45 3 de volta
! ! Jﬁde volta 4
1 1 1
/-\ 1 ! E E
1 1 1
+ ! ! - X
ox  3m - T E 3n T
h 2 2 2 2

.14
sentido horirio

1
|
|
11 volta

sentido anti-horario

Figura 5.3.3: Senoide.
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Além disso, é possivel identificar a paridade impar da fungéo, pois vale a relagdo
sen(—x) = —sen(x)

ja que, por exemplo,

o (F)=f3) =

E importante destacar também como a amplitude varia apenas entre —1 e 1, como
esperado, atingindo maximos e minimos nos pontos comentados anteriormente.

5.3.2 Funcao cosseno

A fungao cosseno associa um nimero real a projecdo da suaimagem sobre o eixo das
abscissas. Em outras palavras, o nimero x que delimita um arco AP sobre a circunferéncia
determina um cosseno que vale a projecdo OP’ sobre o eixo dos cossenos.

d
A
Bﬂ-
P
N
A’T 0 A eixo dos

COSSenos

B’
Figura 5.3.4: Cosseno de um angulo no ciclo trigonométrico.

Ela possui algumas semelhancas com a fungdo seno, como o fato de seu periodo
também ser igual a 2 e de sua imagem ser o intervalo [-1,1], para qualquer x real
(poderiamos inferir esta tltima observacdo através do mesmo argumento que usamos
para o seno, observando o raio do ciclo).

O comportamento em cada quadrante segue o seguinte padrao:

. . . Tt .
1. No primeiro quadrante, cos(x) decresce no sentido de 0 a > de forma que atinge

seu maximo em 0 (cos(0) = 1) e seu minimo em g (cos (g) =0);

2. No segundo quadrante, cos(x) decresce no sentido de 7 a 7, de forma que atinge

. o Tt . .
seu minimo em 7t (cos(nt) = —1) e seu maximo em > assumindo valores negativos;

3. No terceiro quadrante, cos(x) cresce no sentido de 7 a 37”, atingindo seu minimo em

. 3n 31 . .
77 € seu maximo em > (cos > )= 0) e assumindo valores negativos;
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. 3n .
4. No quarto quadrante, cos(x) cresce no sentido de > A 2mn, de forma que atinge seu
T
minimo em > e seu maximo em 27t (cos(2m) = 1);
O leitor pode observar este comportamento a partir da propria defini¢do da fungéo,

esbogando as imagens sobre a circunferéncia e suas proje¢des sobre as abscissas.
Tabelando alguns valores do cosseno:

X cos(x)
0 1
decresce
4
> 0
decresce
T -1
cresce
3n
> 0
cresce
21 1

Tabela 5.3.2: Comportamento da fun¢do cosseno em uma volta no sentido anti-horério.

Além disso, observando os sinais, encontramos uma divergéncia entre as fung¢des seno
e cosseno, ja que a paridade da funcdo cosseno fica evidente como

cos(x) = cos(—x),

de forma que a denominamos par.

» Eu

P, h
A O i A

B‘)

Figura 5.3.5: Sinais da funcdo cosseno em cada quadrante.

Graficando x por cos(x), comegamos a perceber uma comportamento interessante se
comparamos as duas fun¢des estudadas até este ponto.
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AC

13
H

0s(x)

M|.'_-

n 2x

= A

Figura 5.3.6: Cossenoide.

Vamos sobrepor as fungdes em um tinico grafico, onde compartilham a abscissa x:

l\.)!v—-»—-

AY

cos(x)

=H T

Figura 5.3.7: Grafico das fungdes sen(x) e cos(x).

Analisando os pontos em destaque no eixo x, percebemos que, a partir de zero, a cada

e
noventa graus, ou E

radianos, as fungdes se encontram em inversdo de fase, de forma

que, quando o seno é maximo, o cosseno é minimo, e vice-versa. Assim, dizemos que
essas fungdes possuem uma defasagemn de 90° e, por consequéncia, valem as relagoes:

5.3.3 Funcao tang

sen(90° — x) = cos(x)

sen(x) = cos(90° — x)

ente

Considere um ntiimero x que produz uma imagem P sobre o ciclo trigonométrico,

e o ponto T formado

pelo cruzamento entre a reta que liga a origem a imagem e a reta

das tangentes. Denominamos tangente de um ntimero a medida do segmento AT, como
representado na figura a seguir.
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d
A A
B‘ T/
P
tan(x)
(x
' > »C
Al 6} P JA
eixo das
B’ tangentes

Figura 5.3.8: Tangente de um angulo no ciclo trigonométrico.

Observe que, diferentemente das fun¢des apresentadas previamente, a tangente ndo
.. .l Tt .
é definida para todo x real, ja que, quando x = = + nm, a reta que passa pela origem e

pela imagem desses pontos é paralela a reta das tangentes, de forma que nédo se cruzam.

ém disso, a imagem da funcdo ndo é limitada ao raio da circunferéncia e, portanto,
Além d da f limitad d f tant
compreende todo x real.

Senos atentarmos a estrutura do ciclo, veremos que ntimeros distantes por nm possuem
imagens coincidentes ou diametralmente opostas. Em outras palavras, dizemos que a
tangente de um ntmero x é igual a de x + nm, ou seja, seu periodo é igual a 7:

tan(x) = tan(x + nm)

Em uma volta no sentido antihordrio, a tangente se comporta de forma que:

1. No primeiro quadrante, é crescente e positiva;
2. No segundo quadrante, é crescente negativa;
3. No terceiro quadrante, é crescente positiva;

4. No quarto quadrante, é crescente negativa.

Resumidamente, tem-se:



5.3. FUNCOES CIRCULARES 67

X tan(x)
0 0
cresce
TC _ .
E nao existe
cresce
e 0
cresce
3n ~ .
? nao existe
cresce
21 0

Tabela 5.3.3: Comportamento da fun¢do tangente em uma volta no sentido anti-horério.

Neste ponto, é interessante explorar o ciclo trigonométrico a fim de obter alguma
relagdo que envolva as fungdes discutidas até aqui. Recuperando a figura ??, percebemos
que os tridngulos A OAT e A OP’P sdo semelhantes e, portanto, podemos escrever

|AT| _ |P'P|
|OA|  |OP|

Mas, por definigdo

AT — tangente

OA — raio da circunferéncia

P’P — seno
OP — cosseno

Que implica a relagao:

|sen(x)|
|cos(x)|

|tan(x)| =

Assim, é possivel avaliar os sinais da fun¢do em cada quadrante analisando a razdo
entre seno e cosseno:

Figura 5.3.9: Sinais da fun¢do tangente em cada quadrante.
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Desta relacdo, podemos avaliar a paridade da fungdo tangente, pois ja conhecemos a
das fungdes seno e cosseno:

= 223
tan(—x) = _if:sl((jg

tan(—x) = —tan(x)

De forma que concluimos que, assim como a funcado seno, a funcdo tangente é impar.

Graficando x por tangente de x, vemos que, nas proximidades de x = 7 + n7w, a
fungéo cresce indefinidamente. Dizemos que as retas x = 7 + n7 sdo assintotas verticais da
tangente, j& que, quando x se aproxima desses valores, ela tende ao infinito.

Y&

L

ettt [ e I EeSS i

et ot L e

e A L EE e e e

Figura 5.3.10: Tangenoide.

5.3.4 Funcao cotangente

Novamente, vamos considerar um ndmero x que produza uma imagem P sobre o
ciclo trigonométrico, e o ponto D formado pelo cruzamento entre a reta que liga a origem
a imagem e, agora, a reta das cotangentes. A func¢do cotangente é a medida algébrica do
segmento BD sobre esse eixo.

eixo das Iy

cotangentes Ble_c08(X) 1
B >

|Il \l

. + »C
Aw (0) JA

\\ |

H%_B_’"__

Figura 5.3.11: Cotangente de um angulo no ciclo trigonométrico.
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Em semelhanca com a fungdo tangente, a imagem da cotangente compreende todos
os reais, porém ndo é definida para x = nm, quando a reta que cruza a origem e a imagem
de x esta paralela ao eixo das cotangentes. Além disso, seu periodo também é igual a 7,
sendo vélida a relagao:

cotg(x) = cotg(x + nmn)

O comportamento expresso pela cotangente durante uma volta no sentido antihordrio
é descrito como:

1. No primeiro quadrante, é decrescente e positiva;
2. No segundo quadrante, é decrescente negativa;
3. No terceiro quadrante, é decrescente positiva;

4. No quarto quadrante, é decrescente negativa.

X cotg(x)
0 | ndo existe
decresce
T
— 0
2
decresce
7T | ndo existe
decresce
3n
— 0
2
decresce
271 | ndo existe

Tabela 5.3.4: Comportamento da func¢do cotangente em uma volta no sentido anti-horario.

Nao é a toa que os sinais para cada quadrante da fungdo cotangente sdo iguais aos da
fungdo tangente. Dizemos que esta é o inverso multiplicativo da tangente, pois:

_cos(x) 1
“osen(x)  tan(x)

cotg(x)

E possivel demonstrar essa relagdo reproduzindo o mesmo raciocinio que executamos
anteriormente, observando os tridngulos semelhantes da figura 5.3.11:

IBD| _ |P'P|
|OB| |OP|

Definimos que

BD —> cotangente

OB — raio da circunferéncia
P’P — cosseno

@ — Seno



70 CAPITULO 5. TRIGONOMETRIA

Que implica a relagdo:

|cos(x)|
t = .
E, portanto,
d
'
IIIII/ i + \IIII
A’+ (0] '.#A B
\ 1 /
? 2 /
- —"'_/
B ¥

Figura 5.3.12: Sinais da funcdo cotangente em cada quadrante.

Verificamos que a cotangente também ¢é impar, pelas razdes explicitas anteriormente:

cotg(—x) = %
ooy = 2

cotg(—x) = —cotg(x)

Ou ainda

1
cotg(=x) = tan(—x)

1
cotg(—x) = ()

cotg(—x) = —cotg(x)

Aqui, novamente observamos que existem assintotas verticais nos pontos nos quais a
func¢do nao é definida, agora representadas pelas retas x = nm:
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Ya

=

M

e ORI S o
9]
e | s e

Figura 5.3.13: Fungdo cotangente.

5.3.5 Funcao secante

A fungdo secante é a medida do segmento que une a origem do circulo trigo-
nométrico e o ponto do cruzamento entre o eixo dos cossenos e a reta que tangencia o
ciclo no ponto P, imagem de um ntimero x diferente de 7 + nr.

rﬂ-

JLE IR,
/

.
™
e +A \-.\ >C
A’ €1X0 dos Oq »
COSSENos sec(x) s

B$
Figura 5.3.14: Secante de um angulo no ciclo trigonométrico.

Excluimos 7 +n7 do dominio pelo fato de que a tangente se torna paralela ao eixo dos
cossenos e, portanto, ndo o intercepta em nenhum ponto. A imagem desta fun¢do tem
a peculiaridade de envolver todos os reais, exceto aqueles compreendidos no intervalo
I-1,1[, j& que a reta tangente ao ciclo nunca cruza o eixo dos cossenos nos pontos internos
a circunferéncia.

Assim como a cotangente, a secante é fungdo inversa de outra trigonométrica. Escre-
vVemos:

sec(x) = o)

De forma que a secante herda algumas propriedades da fungdo cosseno, como o
periodo de 27 e os sinais para cada quadrante:
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d
A
B
- +
> C
A o) 1 TA
- -+
B bl

Figura 5.3.15: Sinais da secante em cada quadrante.

Bem como a paridade, ja que a secante é par:

sec(—x) = cos(l—x)
1
sec(=x) = cos(x)

sec(—x) = sec(x)
No ciclo trigonométrico, temos que:
1. No primeiro quadrante, é crescente e positiva;
2. No segundo quadrante, é crescente negativa;
3. No terceiro quadrante, é decrescente negativa;

4. No quarto quadrante, é decrescente positiva.

X sec(x)
0 1
cresce

T - ;
E nao existe

cresce
T -1
decresce
3n N ]
? nao existe
decresce
27 1

TRIGONOMETRIA

Tabela 5.3.5: Comportamento da funcdo secante em uma volta no sentido anti-horario.

Mais uma vez, podemos utilizar o argumento geométrico para provar a relagdo que

obtemos entre a secante e o cosseno. Observe a figura 5.3.16:
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Figura 5.3.16: Secante.
Daqui, é possivel inferir que

A OPS ~a OP'P.

E, portanto,

051 _ o
|OP| — |oP'|’

Mas, como valem as relac¢oes:

ﬁ — secante

OP’ — cosseno
OP — raio da circunferéncia,
Obtemos
lsec(x)| = ———.
|cos(x)|
Graficando a fungdo, novamente observamos a presenca de assintotas nos pontos

onde a secante é indefinida.

Ya

T—————— =

e

P X

=
— N T

;
e s L

e T

Figura 5.3.17: Fungao secante.
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5.3.6 Funcao cossecante

A fungédo cossecante é a medida do segmento que une a origem do circulo trigo-
nométrico e o ponto do cruzamento entre o eixo dos senos e a reta que tangencia o ciclo
no ponto P, imagem de um ntimero x diferente de nm.

d Iy
N
B
e
P’ P
cossec(x)
|III %
L L | N8
Al 9) JA ©
eixo dos
Senos
BT

Figura 5.3.18: Cossecante de um angulo no ciclo trigonométrico.

Novamente, x = nnt foram excluidos do dominio pelo fato de que a tangente se torna
paralela ao eixo dos senos, de forma que nunca o intercepta. Assim como a secante, sua
imagem compreende todos os reais, com excegdo do intervalo J-1,1].

A cossecante é definida como:

1
sen(x)

cossec(x) =
Demonstramos esta relagdo a partir dos tridngulos na figura 5.3.18:

A OPC ~A OP'P.

Isso implica a igualdade

oc _ 0P
|OP| ~ |OP’|’

Porém, como definimos previamente,

OC — cossecante

OP’ — seno
OP — raio da circunferéncia.

Assim,

|cossec(x)| = sen ()
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Assim como sua fungdo inversa, a cossecante possui periodo igual a 27t e 0 mesmo

comportamento de sinais em cada quadrante:

d
A
B
+ +
f \
¢ +—>C
Al 0 i A
/
BT

Figura 5.3.19: Sinais da funcdo cossecante em cada quadrante.

Podemos determinar sua paridade avaliando a da fungado seno:

cossec(—x) = _1
 sen(—x)

1
cossec(—x) = ?n(x)

cossec(—x) = —cossec(x)
No ciclo trigonométrico, temos que:
1. No primeiro quadrante, é decrescente e positiva;
2. No segundo quadrante, é crescente e positiva;
3. No terceiro quadrante, é crescente e negativa;

4. No quarto quadrante, é decrescente e negativa.

X cossec(x)
0 | ndo existe
decresce
e
— 1
2
cresce
7T | ndo existe
cresce
3n 1
2
decresce
271 | ndo existe

Tabela 5.3.6: Comportamento da fun¢do cossecante em uma volta no sentido anti-horério.
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A curva da cossecante estd destacada na figura abaixo, onde podemos notar, mais

CAPITULO 5. TRIGONOMETRIA

uma vez, assintotas em pontos de indefini¢do.

Y4

Podemos sintetizar as principais caracteristicas de cada uma das fun¢des no quadro

B B T S

Figura 5.3.20: Funcdo cossecante.

abaixo:
Funcao Seno Cosseno Tangente
sen(x)
Relaca - - t =——=
elacao an(x) cos ()
Dominio xeR xeR xEIRlxig+nn
Imagem | xe[-1,1] | xe€[-1,1] x€R
Periodo 27 27 T
Pariedade Impar Par Impar

Tabela 5.3.7: Relagdes entre as fung¢des seno, cosseno, tangente

Funcao Cotangente Secante Cossecante
Relacio | cotan(x) = S;Zg; sec(x) = o) cossec(x) = sen()
Dominio x € Rlx #nmn x € Rlx # g +nm x € Rlx # nm
Imagem xeR xeRlxe]-1,1] | xeRlxe]-1,1[
Periodo T 2n 2n
Pariedade Impar Par Impar

Tabela 5.3.8: Relagdes entre as fung¢des cotangente, secante e cossecante

E, também, alguns angulos notéveis:
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TR
) 6 4 3

1 | V2| V3
sen@ | 5 |5 | 3

V3 V2| 1
s | 5 |51 3
tan(x) % 1 V3

Tabela 5.3.9: Angulos notéveis.

E os sinais de cada quadrante podem ser lembrados por meio da tabela:

SE | TA | CO
12 | 13 | 14

Tabela 5.3.10: Quadrantes positivos de seno, cosseno e tangente.

Podemos 1é-la de forma que:

e SE — seno/cossecante: positivos nos quadrantes 1 e 2;
e TA — tangente/cotangente: positivas nos quadrantes 1 e 3;

e CO — cosseno/secante: positivos nos quadrantes 1 e 4;

Aqui, fica evidente que basta conhecermos os sinais das func¢ées seno, cosseno e tan-
gente que imediatamente conheceremos aqueles de suas fung¢des inversas multiplicativas,
que serdo 0s mesmos.

5.4 Funcgdes circulares inversas

5.4.1 Funcao arco-seno

Vamos retornar a fungao seno, agora restrita a [—2_71, g] Se consideramos a fungédo
neste intervalo, vemos que sen(x) é sobrejetora, pois, para todo vy € [-1,1], existe x €
[_Z—n, g], tal que sen(x) = y. Além disso, ela é injetora, ja que é sempre crescente neste
intervalo.

Assim, sen(x) admite fungdo inversa, a qual denominamos arco-seno. Esta fungdo
. -7t TC . ,
associaacadax € [-1,1Jumye [7, E]' de forma que y = arcsen(x). Assim, y é um arco

cujo seno vale x.
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. Iilm'&',ser:l()t:)

-

2

Figura 5.4.1: Comparagdo entre os graficos das fungdes sen(x) e arcsen(x).

Observe que o grafico do arco-seno é simétrico em relagdo a reta que contém as
bissetrizes dos primeiro e terceiro quadrantes. Assim, é possivel determinar a curva da
arco-fungdo a partir de sua inversa.

5.4.2 Funcao arco-cosseno

Podemos, agora, retomar a fungdo cosseno, porém restringindo-a ao intervalo [0, t].
Assim, ela é sobrejetora, pois, para todo y € [-1, 1], existe x € [0, 7] tal que cos(x) =y, e é
injetora, pois é sempre decrescente neste intervalo.

Obedecendo a essas condig¢des, cos(x) também admite funcdo inversa, o arco-cosseno.
Estainversaassociaacadax € [-1,1Jum y € [0, 7], tornando vélida a relagdo y = arccos(x).
Pela construgdo da fungado, concluimos que y é um arco cujo cosseno vale x.

lcos(x) arccos(x)

A
10

I N
- \

Figura 5.4.2: Comparacdo entre os gréaficos das fungdes cos(x) e arccos(x).

-1 1

>X

Como cosseno e arco-cosseno sdo simétricas em relagdo a reta y = x, o grafico da
altima também pode ser construida a partir da funcéo original.

5.4.3 Funcao arco-tangente

Como fizemos com a fungao seno, restringiremos a fungdo tangente a [5*, 7]. Aqui,

observamos que, neste intervalo, a fungdo também é sobrejetora e injetora, sempre cres-
cente.

Novamente, ela admite funcdo inversa, chamada arco-tangente. Ela leva um x € R a
um y € [5, 5], de forma que y = arctan(x). Em outras palavras, y ¢ um arco cuja tangente

vale x.
Construindo o grafico da funcado arco-tangente a partir da tangente, temos
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Atan(x) arctan(x)

Figura 5.4.3: Comparacdo entre os graficos das fungdes tan(x) e arctan(x).

5.5 Rela¢des Fundamentais
Para todo niimero x real, vale a relagao:

sen?(x) + cos*(x) = 1

Chamada relagdo fundamental da trigonometria. Ela pode ser verificada se fizermos uma
analogia com a equagdo da circunferéncia.

Suponha que queiramos escrever a equagdo de uma circunferéncia de raio R cuja
origem coincide com o cruzamento de dois eixos perpendiculares x e y. Sabemos que um
ponto P sobre a circunferéncia possui coordenadas (x,y), o que determina

X+ y? = R

No caso do ciclo trigonométrico, os eixos do plano cartesiano se tornam os eixos do
seno e do cosseno, de forma que a imagem P de um angulo! qualquer possui coordenadas
(cos(x), sen(x)). Como a circunferéncia no ciclo possui raio unitdrio, reescrevemos

cos?(x) + sen’(x) = 1.

Ly ﬂsen(x)

P=(cos(x),sen(x))

- X ﬁ 5 cos(x)

Figura 5.5.1: Analogia entre rela¢do fundamental com a equagdo de uma circunferéncia.

'Note que o simbolo x foi primeiramente utilizado para representar um dos eixos do plano cartesiano,
mas, quando nos referimos ao ciclo trigonométrico, ele representa um ntimero real, um angulo, com funcdes
seno e cosseno associadas.
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Da relacdo fundamental, é possivel obter uma série de equagdes que associam as
diversas fungdes trigonométricas entre si, como

tan?(x) =1 +sec’(x) , x# % (5.3)
1+ cotg?(x) = cossec*(x) , Xx#nm (5.4)
1 nrn
2
- , — 55
cos™(x) 1 + tan?(x) X7 2 (5:3)
) tan?(x) nmn
=7 — 5.6
sen”(x) 1 + tan?(x) x# 2 (5.6)
Demonstracao 5.3
sen?(x) + cos*(x) = 1
1 » ) 1
- . + =1-
o2 (0) (sen”(x) + cos~(x)) 02 (0)
sen’(x) .1
cos?(x)  cos2(x)
tan®(x) + 1 = sec?(x) (5.7)
Demonstracao 5.4
sen®(x) + cos*(x) = 1
- (sen*(x) + cos*(x)) = 1 - L
sen?(x) sen?(x)
cos?(x) 1
sen2(x)  sen2(x)
1+ cotgz(x) = cossec?(x) (5.8)

Demonstracao 5.5

tan®(x) + 1 = sec®(x)

2 _
tan“(x) +1 = 02 (0)
cos?(x) = 1 (5.9)
tan?(x) + 1 ’
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Demonstracao 5.6

sen*(x) + cos*(x) = 1

sen®(x) = 1 — cos®(x)

Mas, por (5.9),
1
2 -1-
sen”(x) tan?(x) + 1
1+ tan?(x) — 1
200y —
sen”(x) = tan?(x) + 1
2 tan?(x)
=7 5.10
sen™(x) 1 + tan?(x) (5:10)

Essas relagdes sdo extremamente importantes e aplicdveis em problemas onde existem
equagdes trigonométricas e na resolucdo de integrais, por exemplo.

5.6 Reducao ao primeiro quadrante

Na resolugédo de problemas, é comum que queiramos determinar valores de funcdes
trigonomeétricas associadas a certos dngulos em pontos que estdo fora do primeiro qua-
drante. Se pudéssemos conhecer uma técnica que nos permitisse, de alguma forma,
associar nimeros dos outros quadrantes aqueles do primeiro, seria possivel conhecer a
imagem das fungdes nestes pontos de forma mais simples e rapida.

Assim, o que faremos aqui serd apresentar maneiras de relacionar x dos segundo,
terceiro e quarto quadrantes com x do primeiro quadrante, a fim de obter sen(x), cos(x) e
tan(x) (e, consequentemente, seus inversos multiplicativos) de quaisquer dngulos a partir

- . . Tt
dos valores dessas fungdes associados ao intervalo de 0 a >

5.6.1 Reducdo do segundo ao primeiro quadrante

Ily

Figura 5.6.1: Redugédo do segundo ao primeiro quadrante.

Considere a figura 5.6.1. Suponha que a imagem de um ntiimero x seja o ponto P, no
segundo quadrante, de forma que o arco AP valha x e P’ seja o ponto simétrico em relacdao
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VY VR
ao eixo dos senos. Da figura, fica claro que AP e PA’ formam uma semi circunferéncia e,
portanto, é verdade que:

N\ N\
AP +PA =7
N\
PA'=m—x (5.11)

Se olharmos atentamente para a figura, veremos que, em médulo, a imagem P’ de-
termina projegdo igual ao ponto P tanto sobre o eixo dos senos quanto sobre o eixos dos
cossenos. Isso implica que basta escrever o angulo determinado pelo arco AP” em funcdo
de x para obtermos diretamente as fun¢des trigonométricas associadas, a menos de alguns
ajustes de sinais.

Se P e P’ sao opostos, em relacdo a A e A’, respectivamente, determinam arcos iguais,
de forma que PA’=AP’. Recuperando (5.11), reescrevemos:

A~
AP =t —x

Decorre desta relacdo que:

1.
sen(x) = sen(m — x)
2.
cos(x) = —cos(m — x)
3.
tan(x) = Csoe;(l?(: xj)c) = —tan(mt — x)

Observe que, para escrever o cosseno, foi necessario um ajuste de sinal, pois esta
fungdo é positiva no primeiro quadrante e negativa no segundo (consulte tabela 5.3.10).
E um exercicio interessante para o leitor deduzir as inversas multiplicativas baseando-se
nas relagdes recém obtidas.

Exemplo 1
1.

sen(120°) = sen(180° — 120°) = sen(60°)
2.

c0s(120°) = —cos(180° — 120°) = —cos(60°)
3.
tan(120°) = —tan(60°)
Exemplo 2
1.
sen(92°) = sen(180° — 92°) = sen(88°)

2.

€08(92°) = —cos(180° — 92°) = —c0s(88°)
3.

tan(92°) = —tan(88°)
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5.6.2 Reducdo do terceiro ao primeiro quadrante

Ily

Figura 5.6.2: Redugdo do terceiro ao primeiro quadrante.

Vamos reproduzir o mesmo raciocinio aplicado ao caso do segundo quadrante. Agora,
g imagem de um nimero x, o ponto P, estd no terceiro quadrante, determinando o arco
AP de comprimento x. O ponto P’ é simétrico de P em relacdo ao centro. Da figura,
concluimos

~~~ 7\
AP-AP ==

VR
AP =x-T. (5.12)

De onde ja se obtém uma relacdo que traz x e um arco do primeiro quadrante. Recu-
perando o argumento das projecdes e novamente analisando os sinais,

1.
sen(x) = —sen(x — m)
2.
cos(x) = —cos(x — m)
3. ( )
—sen(x — 1
tll?l(X) = m = tan(x - 7'().
Exemplo 1
1.
sen(200°) = —sen(200° — 180°) = —sen(20°)
2.
c0s(200°) = —c0s(200° — 180°) = —cos(20°)
3.
tan(200°) = tan(20°)
Exemplo 2
1.

sen(260°) = —sen(260° — 180°) = —sen(80°)
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€08(260°) = —c0s(260° — 180°) = —cos(80°)

tan(260°) = tan(80°)

5.6.3 Reducdo do quarto ao primeiro quadrante

Ily

Figura 5.6.3: Reducdo do quarto ao primeiro quadrante

7N\
Neste caso, a imagem P estd no quarto quadrante, determinando o arco AP de com-
primento x. Diferentemente do caso anterior, o ponto P’ é simétrico a P em rela¢do ao
eixo dos cossenos. Percorrendo o sentido anti-horario, vemos

~~ 7N\

AP + AP’ =21t
7N\
AP’ =271 —x. (5.13)

Novamente, diretamente obtemos uma expressdo que relaciona x e um arco do pri-
meiro quadrante. Assim,

- sen(x) = —sen(2m — x)
2.
cos(x) = cos(2m — x)
3,
tan(x) = % — _tan(2m - x).

Sendo que mais uma vez ajustamos os sinais de acordo com a tabela 5.3.10.
Exemplo 1

1.
sen(300°) = —sen(360° — 300°) = —sen(60°)

c0s(300°) = cos(360° — 300°) = cos(60°)
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3.

tan(300°) = —tan(360° — 300°) = —tan(60°)
Exemplo 2
1.

sen(295°) = —sen(360° — 295°) = —sen(65°)
2.

c08(295°) = c0s(360° — 295°) = cos(65°)

3.

tan(295°) = —tan(360° — 295°) = —tan(65°)

5.7 Transformacgdes

E recorrente que, quando trabalhando com funcdes circulares, lidemos com aquelas
cujos argumentos envolvem associagdes de arcos, sejam somados, multiplicados ou divi-
didos. Nesta se¢do, focaremos em desenvolver expressdes para estas fun¢des, de forma a
tornar mais pratica suas manipulagdes durante a resolugdo de problemas.

5.7.1 Foérmulas de adi¢ao

a+b
¢ \
\
AT *

b

R

Figura 5.7.1: Soma de arcos.

Cosseno da Soma
Considere o ciclo trigonométricona figgra 5.7.1. Nele, estdo delimitados os seguin-
tes arcos: PQ:b,KA\:/—\b,AP:aeAQ:RP:a+b.

Como os arcos AQ eRP sdo iguais, as cordas AQ e RP tém a mesma medida. Assim, se
calcularmos a distancia entre os pontos A e Q e R e P em termos de fungdes trigonométricas,
podemos chegar a uma igualdade interessante para os nossos objetivos.

Portanto, vamos utilizar a conhecida férmula de distadncia entre dois pontos para
fazé-lo:

1.
diQ = (xg —x4)* + (Yo — ya)%
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d%, = (xp — xp)* + (yp — Yr)*.

Escrevemos as coordenadas de cada ponto como P(cos(a), sen(a)), R(cos(b), —sen(b)) e
Q(cos(a + b),sen(a + b)). Substituindo nas equagdes de distancia, obtemos:

- diQ = (xg —xa)* + (yg — ya)*
diQ = [cos(a + b) — 1]* + [sen(a + b) — 0]
diQ = cos*(a + b) — 2cos(a + b) + 1 + sen(a + b)?
diQ =2 —2cos(a + b)
2.

dzzzp = (xp — xr)> + (yp — Yr)?
d%, = [cos(a) — cos(b)]* + [sen(a) + sen(b)]*

dﬁp =2 — 2cos(a)cos(b) + 2sen(a)sen(b)
Unindo as relagoes

dag = drp

2 —2cos(a + b) = 2 — 2cos(a)cos(b) + 2sen(a)sen(b)

De onde vem a férmula

cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sen(a)sen(b)

Cosseno da diferenca
Da expressdo para o cosseno da soma, deduzimos o cosseno da diferenca, escre-
vendo:

cos(a — b) = cos(a + (b)) = cos(a)cos(—b) — sen(a)sen(—Db)

cos(a — b) = cos(a)cos(b) + sen(a)sen(b)

Seno da soma
Quando estudamos a fungdo cosseno, vimos que ela se relaciona com seno através
da expressdo

sen(x) = cos(g - X).

Fazendox =a + b:
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sen(a +b) = cos(g —(a+0D))
sen(a +b) = cos(g —a)-D))
sen(a +b) = cos(g —a)cos(b) + sen(g — a)sen(b)
sen(a + b) = sen(a)cos(b) + cos(a)sen(b)
Seno da diferenca
sen(a — b) = cos(g —(a-b))
sen(a—b) = cos((% _a)+ b))

sen(a—b) = cos(g —a)cos(b) — sen(g —a)sen(b)

sen(a — b) = sen(a)cos(b) — cos(a)sen(b)
Tangente da soma

sen(a +b) _ sen(a)cos(b) + cos(a)sen(b)
cos(a+b)  cos(a)cos(b) — sen(a)sen(b)

tan(a + b) =

sen(a)cos(b)+cos(a)sen(b)
cos(a)cos(b)

tan(a + b) =

cos(a)cos(b)—sen(a)sen(b)
cos(a)cos(b)

sen(a)cos(b) cos(a)sen(b)
cos(a)cos(b) cos(a)cos(b)

tan(a + b) =

cos(a)cos(b) sen(a)sen(b)
cos(a)cos(b) ~ cos(a)cos(b)

tan(a) + tan(b)
1 — tan(a)tan(b)

tan(a + b) =
Tangente da diferenca

tan(a) + tan(—b)
1 — tan(a)tan(-D)

tan(a — b) = tan(a + (b)) =

tan(a) — tan(b)
1 + tan(a)tan(b)

Lembrando que as relagdes para tangente s6 sdo vélidas sea # 7 +nm, b # 7 +nm,
a+b# 7 +nmpara a tangente da soma ea — b # 7 + nmn para a tangente da diferenca.

Deixamos como exercicio para o leitor mostrar as férmulas:
Cotangente da soma

tan(a — b) =

cotg(a)cotg(b) — 1
cotg(a) + cotg(b)

cotg(a+b) =

Sea#nn,b+nn,a+b+nn
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Cotangente da diferenca

cotg(a)cotg(b) + 1
cotg(a) — cotg(b)

cotg(a+b) =

Sea#nn,b#+nn,a—b+nn

Essas expressdes podem ser tteis, por exemplo, no célculo de fungdes circulares
desconhecidas em pontos onde é possivel escrever um angulo especifico como uma
associa¢do de angulos notéveis.

Exemplo 1 sen(15°) = ?

sen(15°) = sen(45° — 30°) = sen(45°)cos(30°) — cos(45°)sen(30°)

E também podemos verificar as equagdes de periodicidade das fungdes circulares utili-
zando as expressoes de transformagdo. Faremos a fung¢do seno e sugerimos que o leitor
reproduza para as outras fungdes.
Exemplo 2
sen(x) = sen(x + 2nm)

sen(x + 2nm) = sen(x)cos(2nm) + cos(x)sen(2nm)
sen(x + 2nm) = sen(x) - 1 + cos(x) - 0 = sen(x)

Férmulas de multiplicacao

Arco de 22
Para determinar as férmulas das fungGes circulares referentes a arcos de 2a, basta
utilizar as expressdes de seno, cosseno e tangente para soma de arcos, fazendo b = a:
Seno de 2z
sen(a + a) = sen(a)cos(a) + cos(a)sen(a)

sen(2a) = sen(a)cos(a) + cos(a)sen(a)
sen(2a) = 2sen(a)cos(a)
Cosseno de 2a

cos(a + a) = cos(a)cos(a) — sen(a)sen(a)

cos(2a) = cos*(a) — sen’(a)

Da relagdo fundamental da trigonometria, escrevemos, ainda

cos(2a) = 2cos*(a) — 1

cos(2a) = 1 — 2sen®(a)
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Tangente de 22
tan(a) + tan(a)

tan(a +a) = T @)
tan(2a) = %

5.7.2 Formulas de divisiao

Vamos deduzir as fungdes para 5 fazendo 2a = x:
Seno de 3

cos(x) = 2cosz(32—c) -1

cos(g) . /cos(xz) +1

cos(x) =1-— ZSenz(g)

sen(;—c) = 44/ 1= cosx) CZOS(X)

sen(3)

Cosseno de 3

Tangente de 5

X
tan(i) - cos(3)

X, [1 — cos(x)
tan(i) - 1 + cos(x)

5.7.3 Transformacao em produto

E interessante deduzir férmulas que tragam somas e diferengas como produtos, as
chamadas foérmulas de Werner. Para isso, vamos recuperar as seguintes expressoes:

cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sen(a)sen(b) (5.14)
cos(a — b) = cos(a)cos(b) + sen(a)sen(b) (5.15)
sen(a + b) = sen(a)cos(b) + cos(a)sen(b) (5.16)
sen(a — b) = sen(a)cos(b) — cos(a)sen(b) (5.17)

E fazer:

(5.14) + (5.15) = cos(a + b) + cos(a — b) = 2cos(a)cos(b)

(5.14) — (5.15) = cos(a + b) — cos(a — b) = —2sen(a)sen(b)
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(5.16) + (5.17) = sen(a + b) + sen(a — b) = 2sen(a)cos(b)

(5.16) — (5.17) = sen(a + b) — sen(a — b) = 2sen(b)cos(a)
Se fizermosa+b=pea—-b=g,coma= pTH] eb= pz;q, e substituirmos nas férmulas
de Werner, obtemos:

cos(p) + cos(q) = 2cos(p ; q)cos(p ; 11)
cos(p) — cos(q) = —ZSen(pzﬂ)sen(pZJ)
sen(p) + sen(q) = ZSen(g)ws(Q)
sen(p) — sen(q) = 2sen(p ; q)cos(p -2'- q)

Que sdo conhecidas como relagdes de Prostaférese. A partir delas, deduzimos as ex-
pressOes para tangente:

sen(p)  sen(q) _ sen(p)cos(q) + sen(q)cos(p)

tan(p) + tan(q) = cos(p)  cos(q) - cos(p)cos(q)
tan(p) + tan(q) = %

sen(p)  sen(q) _ sen(p)cos(q) — sen(q)cos(p)
cos(p)  cos(q) cos(p)cos(q)

tan(p) — tan(q) =

sen(p —q)

tan(p) = 1an() = < os(@)

5.8 Tridngulos retangulos

A seguir, iremos estudar as principais propriedades referentes aos tridngulos que
possuem um angulo de 90°.

B A

cateto
b

hipotenusa cateto

¢ | cateto

hipotenusa

] cateto
C B Y C

b

Figura 5.8.1: Tridngulos retangulos.
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5.8.1 Propriedades geométricas

|
|
|
'h
|
|
|
|

m n

a

Figura 5.8.2: Tridngulos retangulos.

Na figura, temos:
e AD — altura relativa a hipotenusa (h)

e BD — projecdo do cateto AB sobre a hipotenusa (m)

e CD — projegdo do cateto AC sobre a hipotenusa (n)

Figura 5.8.3: Tridngulos semelhantes.

Vamos obter algumas rela¢oes a partir de trés tridngulos retangulos semelhantes:

1. O cateto é a média geométrica entre sua projegdo sobre a hipotenusa e a prépria
hipotenusa.

AABC~ADBA—>§:%—>C2:am

AABC~ADAC—>%:Z—>b2:an

2. O produto entre os catetos é igual ao produto entre a hipotenusa e a altura relativa
aela.

AABC~ADAB—>%:%—>bc:ah
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3. A altura relativa a hipotenusa é igual a média geométrica entre as proje¢des dos
catetos sobre a hipotenusa.

ADBA~ADAC—>Z=%—>h2=mn

4. Teorema de Pitdgoras: O quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos
catetos.

2

C=am+ b =an — >+ =a(m+n) — b> +c* =a?

5. Todo tridngulo retangulo pode ser inscrito em uma circunferéncia cujo didmetro é
igual a hipotenusa do tridngulo.

C

A M B

Figura 5.8.4: Tridngulos retangulo.

Do retangulo AMON, inferimos que a mediana relativa a hipotenusa é metade dela:

Figura 5.8.5: Triangulo retangulo de hipotenusa 4, inscrita em uma circunferéncia de didmetro 4.
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Portanto,
0A=0B=0C=3
Propriedades trigonométricas
A
C
\
| 3
In'
| B BT AT
I\ ||
\H |

Figura 5.8.6: Circunferéncia de raio unitario.

Mostraremos as relagdes entre dngulos e lados do tridngulo retangulo baseando-nos
numa circunferéncia de raio unitdrio, mais uma vez utilizando semelhanca de tridngulos.

1. O seno de um angulo agudo é a razdo entre o cateto oposto a ele e a hipotenusa do
tridngulo.

ABPP’ ~ ABCA

PP _CA
BP  BC

. b cateto oposto ao Angulo
senB = - = P &

hipotenusa

2. Ocosseno de um angulo agudo é a razdo entre o cateto adjacente a ele e a hipotenusa
do triangulo.

ABPP’ ~ ABCA

BP' _ BA
BP ~ BC

. ¢ cateto adjacente ao dngulo
cosB = - =
a

hipotenusa
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3. A tangente de um angulo agudo é a razdo entre o cateto oposto e o cateto adjacente
aele.

ABTT' ~ ABCA

T'T _ AC
OT’"  OA
b cateto oposto ao angulo

tanB = - = ; A
c cateto adjacente ao angulo

Sabendo que a soma dos dngulos internos de um tridngulo é 180°, escrevemos:
A+B+C=180%A=90°

E, a partir disso, pode-se afirmar que B e C sdo angulos complementares e, portanto,
valem as expressoes:

A o ¢ cateto oposto a ¢
sen(C) = cos(B) = =

hipotenusa

A . b cateto adjacente a B
cos(C) = sen(B) = o=

hipotenusa

A 1 c cateto oposto a ¢
tan(C) = — == - =
tan(B) b  cateto adjacentea C

5.9 Triangulos quaisquer

5.9.1 Propriedades trigonométricas

Lei dos cossenos

Figura 5.9.1: Tridngulo cujo angulo A < 90°.

Na figura 5.9.1, esquematizamos o triangulo AABC, com A agudo, e os triangulos
internos a ele ABCD e ABAD, ambos retangulos.
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Vamos aplicar o teorema de Pitdgoras nos tridngulos internos a AABC. Em ABCD :
a? =W +n?

E em ABAD:
W2 =2 _ 2

Da figura, n = b — m. Unindo as relagdes anteriores:

a?=b-m?+c*-m?

a? = b + % - 2bm

Mas, cos(A) = 2—m=c- cos(A), que implica:

a® = b? + ¢® — 2bc - cos(A)

Essa igualdade é chamada de lei dos cossenos, e também vale para 90° < A < 180°.
Ela enuncia que o quadrado de um dos catetos é igual a soma dos quadrados dos outros
catetos menos duas vezes o produto entre eles e o cosseno do angulo formado por esses
dois lados. Analogamente, mostramos

b? = a® + ¢* — 2ac - cos(B);

¢ = a? + b* — 2ab - cos(C).

Lei dos senos

Figura 5.9.2: Tridngulo inscrito em circunferéncia de raio R.

Na figura acima, um tridngulo qualquer foi inscrito em uma circunferéncia de raio R,
de forma que a partir do vértice B foi tragado o didmetro que liga Ba A’ e, posteriormente,
o segmento que une A’ e C.

Se A e A’ determinam a mesma corda BC na circunferéncia, podemos afirmar que séo
angulos iguais. Além disso, observamos que AA’BC é retangulo (angulo reto em C), pois
estd inscrito em uma semi-circunferéncia.

Dessas afirmagoes, temos:

a

a=2R-sen(A’) oua = 2R - sen(A) — — =2R
sen(A)
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E igualmente verdade que:
b =2R

— =2Re — =
sen(B) sen(C)

Unindo as relagoes, obtemos a Lei dos senos:

a b c
sen(A)  sen(B)  sen(C)

Que afirma que a razdo entre um lado de um tridngulo e o seno do angulo oposto a
ele é igual ao didmetro da circunferéncia circunscrita.

Area de um tridngulo

E possivel escrever a usual féormula para calcular dreas de tridngulos em termos de
seus angulos internos.

B

h

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
7]
b D C

Figura 5.9.3: Tridngulo.

Observe a figura 5.9.3. Do tridngulo AADB, obtemos a relagao:

A

BD —c - sen(A)
Sabemos que a drea S do tridngulo é

AC-DB

S= >

Substituindo a relag¢do obtida de AADB:

S = % -sen(A)

Que vale tanto para A < 90° quanto para 90° < A < 180°.
O leitor também pode, como exercicio, mostrar as férmulas:

S = % -sen(C)

S = % - sen(B)



Capitulo 6

Sistemas de EquacOes Lineares e
Matrizes

6.1 Sistemas de Equacdes Lineares e Matrizes

6.1.1 Introducdo aos Sistemas de Equac¢des Lineares
Uma equagio linear é qualquer equagdo que possa ser escrita na forma
ax+py=c (6.1)
ax+py+yz=d (6.2)

a equagdo 6.1 é a equagdo geral da reta e a 6.2 a equagao geral do plano, podemos definir
uma equagdao linear como segue-se

Definicdo 6.1.1 (Equacdo linear) Uma equagdo linear com n varidveis x1,X2, X3, -+ , Xy € qual-
quer equagdo que possa ser escrita como

ax1 +asxy +azxz + -+ ayx, =b

0s termos a1,az,as,- - - A, S0 0s coeficientes da equagdo e b o termo independente, tanto os coefici-
entes como o termo independente sdo constantes.

De acordo com a defini¢do 6.1.1 as equagdes (6.1) e (6.2) sdo linearmente dependentes,
afinal, os coeficientes a, 5, e os termos independentes c,d pertencem ao conjunto dos
reais, sdo constantes.

Exemplo 6.1.1.1: Mostre que as equagdes abaixo sdo lineares, se nao for, justifique.

1. x1 +4xp = 9x3 — x4 +2 3. 3x7 —4xp +3x3 =2
X
2. sen(nx+3)+ny—7;=0 4-;"‘2:2

O item 1 ¢ linear, afinal, pode ser escrito como na defini¢do 6.1.1, basta uma pequena
manipulagdo
X1 +4x) =9x3 — x4 +2

X1 +4x) —9x3 + x4 =2 (63)

O item 2, 3 e 4 ndo sdo lineares, pois ndo podem ser reescritos como na definigéo,
portanto, equagdes lineares sdo aquelas cujas todas varidveis ndo sdo termos dependentes
de nenhuma fungdo, como fung¢do exponencial, logaritmica, trigonométrica, etc.

97
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6.1.2 Sistema de Equacdes Lineares

Um sistema de equagdes lineares é um conjunto com m equagdes lineares, sendo que
n,mé€ IN.
a1x1 + dapxp +---+ ayx, =4a

bixgy + boxp +--++ byx, =0
(6.4)

mix1 +moxy + - +myx, =m

O sistema linear em (6.4) é um sistema de n varidveis e m equagdes, as varidveis sdo as
mesmas para todas equagdes o que difere em cada equacado do sistema sdo os coeficientes
e os termos independentes.

A solucdo de um sistema de equagdes é aquela que satisfaca todas equagdes do sistema
simultaneamente, ou seja, o conjunto solugao é aquele que é solugdo para todas equagdes
do sistema, nos referimos a encontrar o conjunto solu¢do como resolver um sistema de

equacoes.
Exemplo 6.1.2.1: Considere os sistemas de equagdes abaixo e resolva-os.
—y=1
{x Y 6.5)
x+y=3

Podemos somar os dois sistemas para obter

x—-y+x+y=1+3
2x =4
x=2

substituimos o resultado obtido em uma das equagdes e obtemos
2-y=1
y=1

entdo o candidato a conjunto solucdo deve ser [2, 1], verificamos se esse candidato satisfaz
os sistemas substituindo os valores encontrados no sistema

2-1=1
2+1=3
portanto [2,1] é a solugdo do sistema.
Observe o sistema abaixo:
+3y=2
oy 6.6)
x+3y=>5

A soma de dois ntimeros iguais ndo podem ser 2 e 5 a0 mesmo tempo, portanto ndo
ha nenhuma solugdo que satisfaga as duas equagdes ao mesmo tempo.

3x+6y=9 67)
x+2y=3 '

Note que nesse caso a primeira equagdo € o triplo da segunda, e portanto, a solugdo
da primeira equacao ja satisfaz a segunda, portanto o conjunto solugdo € infinito.
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Na se¢do 6.1.1 comentamos sobre a equagdo da reta (6.1), as equagdes dos trés sistemas
lineares dos exemplos acima sdo equagdes de retas, podemos estudar geometricamente
um sistema de equagdes se pensarmos em cada equagdo linear como uma equagdo de
uma reta, o conjunto solugdo é o conjunto de pontos onde as retas se interceptam.

~ r ]
r+n=2:a K“"'\«-__‘\ /"_'__. \ Je4by=9

Figura 6.1.1: Sistemas lineares do exemplo 6.1.2.1

Para o primeiro sistema o conjunto solugdo é o ponto (2, 1), no segundo sistema ndo
possui solugdo (retas ndo se interceptam) e o conjunto soluc¢do do ultimo caso é o conjunto
de todos pontos pertencentes as retas.

Para todo sistema linear que estudarmos haverdo trés possibilidades:

1. O sistema possui uma tnica solugéo; 3. O sistema ndo possui solugao;

2. O sistema possui infinitas solugées;

Essas trés possibilidades podem ser observadas nas figuras anteriores. O primeiro
sistema linear possui uma solugdo, o segundo infinitas solugdes e o ultimo nenhuma
solucdo. O sistema linear é possivel quando possui ao menos uma solugdo e é impossivel
quando ndo possui nenhuma solugdo, essas possibilidades sdo validas para qualquer
sistema linear no R.

Sistemas de equagdes lineares podem ter uma tnica solucdo, infinitas solug¢des ou
nenhuma solu¢do. Um tipo de sistema, porém, possui sempre pelo menos uma solucao.

Definicdo 6.1.2 (Sistema Homogéneo) Um sistema linear é dito homogéneo se o termo inde-
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pendente de cada equagdo é nulo.

a1x1 +axxy +asxz + - +azx, =0
b1X1 + boxy + b3X3 + -0+ bnxn =0
C1X1 +CoXxp +C3x3+ -+ +cpxy, =0

M1xX1 + MoXpy + maxz + -+ muyx, =0

A verdade é que esse tipo de sistema possui uma tnica solu¢do, chamada solugao
trivial, ou infinitas solugdes.

6.1.3 Sistemas Lineares Equivalentes

Dois ou mais sistemas lineares sdo denominados equivalentes quando o conjunto
solucdo de todos esses sistemas sdo 0 mesmo, como por exemplo

x—-y=1 x—-y=1 -2y =-2 6.8)
x+y=3 2x =4 x+y=3 '

todos sistemas acima sdo equivalentes por possuirem mesmo conjunto solugéo.

Mais adiante para resolugdo de sistemas de equagdes, nossa estratégia sera transformar
o sistema em um equivalente mais facil de ser resolvido. Mais especificamente, nosso
objetivo é transformar os sistemas dados no formato triangular igual ao segundo e ao
terceiro sistema em 6.8. Um sistema linear com m equagdes estd em formato triangular
quando a segunda equagdo possui uma varidvel a menos que a primeira, a terceira uma
a menos que a segunda de forma que a m-ésima equagdo possui apenas uma variavel.

a1x1 +axxy +azxs +---+ayxX, =4a
boxy + b3xzs+---+byx, =0
C3X3 + -0+ Cnxn =cC (6,9)

MyXy = M

Um sistema linear estd escalonado quando estd na forma triangular, entdao o devere-
mos realizar um escalonamento para soluciona-lo. O escalonamento consiste em suces-
sivas operagdes elementares com cada equacdo, cada linha. Chamamos essas operacdes
de operagdes elementares com as linhas, que sdo operagdes possiveis em um sistema de
equagdes lineares a fim de transforma-lo num sistema linear equivalente escalonado.

Definicao 6.1.3 As operagoes elementares com as linhas (cada linha é uma equagio) que podem
ser realizadas em um sistema de equagdes lineares sdo:

1. Permutacio de linhas.
2. Multiplicagdo de um linha inteira por uma constante ndo nula.

3. Soma de multiplos de uma linha com outra.
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6.1.4 Resolucao de Sistemas Lineares com Escalonamento

Como comentado em 6.1.3, a estratégia para resolucdo direta de um sistema linear
é encontrar um sistema equivalente que seja mais facil de resolver. Um sistema linear
equivalente na forma triangular, por serem equivalentes, terdo o mesmo conjunto solugéo.
Exemplo 6.1.4.1: Reduza o sistema linear abaixo para a forma triangular e resolva-o:

2x1 —3XQ—X3 =4
X1 +2x +x3=3
3X1 —x2—2x3 =1
Para um sistema linear ficar na forma triangular devemos fazer operagdes algébricas
entre as equagdes (adi¢do, subtragdo e multiplicagdo por escalares) e alteracdo da disposigdo

das equagdes.
Primeiro trocamos a posigdo da primeira equacdo com a segunda

X1 +2x +x3=13
2x1 —3x2 —x3 =4 (6.10)
3x1—xp—2x3=1
trocamos entdo a segunda equagdo pela soma da primeira, multiplicada pelo fator -2,
com a segunda
X1 +2x +x3=3
—7xp —3x3 = -2 (6.11)
3x1—xp—2x3=1
trocamos a terceira equacdo pela soma da primeira, multiplicada pelo fator -3, com a

terceira
X1+2x+x3=3
—7x3 —3x3 = -2 (6.12)
—7x2 - 5X3 =-8
finalmente anulamos os coeficientes da segunda varidvel na terceira equagao substituindo
a terceira equacdo pela soma da segunda equagdo, multiplicada pelo fator —1, com a

terceira
X1+2x+x3=3

—7xp — 3X3 =-2 (6.13)
—2X3 =-6

com o sistema na forma triangular podemos resolvé-lo facilmente, pois ja sabemos o valor
da terceira varidvel

—ZX3 =-6
X3 = 3

substituimos o valor de x3 na segunda equacgado para descobrir o valor da segunda varidvel

—7xp =9 =-2
—7xp=-2+9
—7X2 =7

X2:—1
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finalmente substituimos os valores de x; e x3 obtidos na primeira equagdo para encontrar
a primeira variavel

x1—2+3=3
X1 =3-3+2
X1:2

portanto o conjunto solucao é

Utilizamos a seguinte notacdo para as trés operacdes elementares com linhas:

1. L; & L; - trocar a i-ésima linha pela j-ésima.

2. kL; - multiplicagdo da i-ésima linha por k, tal que k € R.

3. L; + kL; - somar a i-ésima linha a j-ésima linha multiplicada por k, tal que k € R.

Exemplo 6.1.4.2: Resolva o sistema de equagdes:

X1 — Xy — X3 =2
3x1—3x+2x3 =16
2x1 — Xp + X3 =9

Utilizando a notagdo para operagdes elementares com linhas, devemos escalonar o
sistema de equacdes

X1 — X2 — X3 =2 X1 — X2 — X3 =2
LyeL
3x; —3x+2x3 =16 S 26 —xa+x3 =9 (6.14)
Trocar a segunda linha
2x1 — X2 + X3 = pela terceira. 3x1 —3x +2x3 = 16
X1 — X2 — X3 = X1—Xp—x3 =2
L3:L3+(—3)L2
2x1 — X + X3 =9 2x1—Xo+x3 =9 (6.15)
Trocar a terceira linha
3x1 —3xp +2x3 = 16 pelasoma da terceira +5x3 =10
com a segunda linha
multiplicada por -3.
X1—Xp—x3 =2 X1—Xp—x3 =2
Ly:Ly+(-2)L
2x1—xXo+x3 =9 - Xp+3x3 =5 (616)
Trocar a segunda linha pela
+5X3 =10 somada segunda com a +5X3 =10

primeira multiplicada
por -1.

com nosso sistema escalonado encontramos a varidvel x3 = 2, substituindo o valor en-
contrado na segunda equagdo obtém-se

x+3(2)=5 (6.17)
X = -1 (6.18)
e finalmente na primeira equagdo substituimos os valores encontrados para x; e x3:
x1—(-1)-2=2 (6.19)
x1=3 (6.20)

portanto o conjunto solucao desse sistema é
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6.1.5 Introdugio a Algebra Matricial

Na Fisica é comum obtermos um conjunto de equag¢des que descrevem um sistema, de
forma que, um modo adequado e simples de representé-las e resolvé-las é transformando-
as em uma matriz.

Definicao 6.1.4 (Matriz) Uma matriz A é uma tabela com niimeros dispostos ao longo de linhas
e colunas, os elementos numéricos de A sido chamados termos da matriz.

a1 a2 a3 vt din
a1 dxp a3 A2n
A=1431 432 433 a3n
Aml Am2 Am3 - Omn

Os termos (ou elementos) da matriz A sio ajj (i-ésima linha, j-ésima coluna) tal que ajj € C, como
R C C, os termos também podem ser niimeros reais.

Nas sec¢Oes anteriores foram introduzidos os sistemas lineares e abordamos métodos
para resolugdo direta que consistia no escalonamento do sistema a fim de encontrar
um sistema de equagdes equivalente mais simples. Podemos otimizar nosso método,
montando matrizes cujos elementos sdo informagdes sobre sistemas de equagdes lineares

e realizar sucessivas opera¢des matriciais para escalonar e resolver o sistema.

Matrizes ndo sdo objetos matematicos estédticos, elas apresentam propriedades algébricas

proprias, sdo uma classe de fun¢des que quando aplicadas em vetores os transformam
em outros vetores, o estudo de Matrizes é imprescindivel na Fisica.

aui o] |2 1 0 0 1 -1 -1
: ,9,—110,[—101—1],3—32

3—-1 4
1 |1 -1 1 2 -1 1

6.1.6 Matrizes

Na sec¢do anterior vimos a definicdo de ordem m X n, a ordem de uma matriz nos
informa a quantidade de linhas e de colunas que ela possui, a matriz na defini¢do 6.1.4
é uma matriz de ordem m X n, significa que ela possui m linhas e n colunas. Entre os
termos, chamamos de termos da diagonal principal todos termos onde i = j, ou seja,
ai,a,as3, -+ ,Amy pertencem a diagonal principal de uma matriz A qualquer.

Definicdo 6.1.5 (Matriz Coluna e Linha) Uma matriz é dita matriz coluna quando possui
ordem m X 1

An
a2n
a, = a3l’l
amn
e é dita matriz linha quando possui ordem 1 X n.
Ay = [ﬂn ay a3 g ]

As matrizes linha e coluna siio chamadas, também, de vetor linha e vetor coluna, respectivamente.
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Pode-se representar A a partir de matrizes colunas ou linhas, basta utilizar a definigdo

6.1.5,
a1 |[a12][m3 a1n
a1 || d22 || 423 an
A=||931||432]|a33|...|43n
Am1 ] 1Am2] [Am3 Ann
ou
[ a1 a2 a3
a1 daz Az
A=||431 a3z 4a33
_[ﬂml Am2  Am3

= [al ay as
A1n Ay
a2n A
a3 — | As
A
Amn ] "

(6.21)

]

(6.22)

Defini¢do 6.1.6 (Matriz Quadrada) Uma matriz édita matriz quadrada quando a quantidade
de linhas é igual a quantidade de colunas m = n. Uma matriz quadrada de ordem n possui n linhas

e colunas.
a1 a4
a1 A4z
A, =931 a3
apl  an2

a13
az3
as3

an3

A1n
a2n
a3n

ann

Podemos escrever um regra que determinard cada elemento de uma matriz

Definicdo 6.1.7 Uma matriz de ordem m X n, pode ser representada como

ajj, se, i# j

Amxn = {d
1]s

di1 an
ay dxp
Ay = [#31 432
Aul  Am2

Exemplo 6.1.6.1: Escreva a matriz

ai]'=i+j,

A3={ o
ai]-:]—z

se, i=]
ai3 A1n
a3 an
ds3 a3y
am3 dmn
sei=]
, sei#]

(6.23)

O subindice em 6.23 nos informa que trata-se de uma matriz quadrada de ordem 3,

portanto
a1 412 a13
A=layn axpn ax3
az1 aszx 4as3
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sempre que o indice da linha for igual ao da coluna, como o elemento da primeira linha
e da primeira coluna (a11), a4;; = i + j, para o restante, a;; = j — i

1+1) 2-1 G-1] [2 1 2
A=|1-2) 2+2) G-2)|=|-1 4 1 (6.24)
(1-3) 2-3) G+3)| |-2 -1 6

No exemplo acima definimos uma matriz quadrada

Definicao 6.1.8 (Matrizes Triangulares) Qualquer matriz descrita por

aij se,i < j ajj se,i>j
Q=1 " = ou, Qi=1" =7
a;j=0, sei>] a;j=0, sei<]
sdo chamadas de matrizes triangulares, superiores e inferiores, respectivamente.
ann A M3 an 0 0
Qs=|0 axn ax Qi=|a2 an 0
0 0 az a13 a3 433

Definicao 6.1.9 (Matriz Diagonal) Qualquer matriz descrita por
D, = i 5612]
aij=0, sei#]

é chamada matriz diagonal, todos elementos fora da diagonal principal sdo nulos.

a1 0 0 s 0

0 7)) 0 0

Dn — 0 0 as3 0
0 0 0 - au

Definicao 6.1.10 (Matriz Escalar e Matriz Identidade) A matriz diagonal descrita por

c(Ay) = Hj =6 sez’:]' , ceC
aij:O, sei# |

c 00 - 0
0 ¢ 0 0
cly=c,=[0 0 ¢ 0
000 - ¢

é chamada de matriz escalar c de ordem n, onde ¢ é uma constante, uma matriz diagonal cujos
elementos sdo iguais. Se I é uma matriz escalar c, onde ¢ = 1, I é chamada de matriz identidade
de ordem n.

100 -0

010 0
=001 0
n
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se todos elementos de uma matriz sdo nulos, chamamos essa matriz de matriz nula.

0

o O

0

0
0
0

0

0
0

0 (6.25)

0

Uma operacdo importante de matrizes é a transposta. Essa operagdo transforma as
colunas de uma matriz em linhas, e analogamente, as linhas em colunas,

Definicao 6.1.11 (Transposta de uma Matriz) Seja A uma matriz de ordem m X n, a matriz
AT éa transposta de A, se AT é uma matriz n x m que obtemos trocando as linhas pelas colunas

de A.

a1 a4
a1 a2

A=

Aml Am2  Am3

[a11
a2

AT = 1413

| A1n

ai3
a3

az1
ax

az3

a2n

A1n
A2n

Amn

Am1 ]
am2

Am3

Amn ]

Portanto AT é a transposta de A, se todo elemento alf]. de AT obedecer a igualdade

a,., =

6.1.7 Algebra Matricial

)

aﬁ

As matrizes possuem propriedades como a comutatividade, associatividade e a dis-

tributividade, como outras que veremos abaixo.

Teorema 6.1.1 (Propriedades Algébricas de Matrizes) Se A, B, C sdo matrizes de ordem n
e k,c € C. Entdo as sequintes propriedades sdo vilidas

e A+B=B+A
(A+B)+C=A+B+0O)
e A+0=A
c(A+B)=cA+cB

o (c+k)A=cA+kA
o k(cA)= (ko)A

e 1A=A

As propriedades algébricas de matrizes sio uma consequéncia natural das proprie-
dades algébricas de vetores, no entanto o produto entre duas matrizes é uma operacao
nova, diferente do produto entre nimeros.
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Definicao 6.1.12 (Multiplicacdao de Matrizes) Seja A uma matriz de ordem m X n e B uma
matriz de ordem n X, entdo definimos o produto entre A e B como C = AB, que é uma nova matriz
de ordem m X r. Os elementos da nova matriz sio dados por

n
Cij = Zaipbp]‘ = ai1b1j + aizsz + aig,bjg, + -+ ainbnj
p=1

para que o produto entre duas matrizes seja definido, a quantidade de colunas da primeira matriz
deve ser igual ao niimero de linhas da segunda

Amxn Buxr = ABmxr

Exemplo 6.1.7.1: Seja A, B matrizes, calcule o produto C = ABe D = BA

1 5 -3 2
LN =3
Nosso objetivo é encontrar as matrizes
c= | cw D= |dn de
C1 C22 d21 d22

pela definicdo 6.1.10 os elementos de C sdo as somas dos produtos dos elementos da
i-ésima linha da primeira matriz com os elementos da j-ésima coluna da segunda matriz

2
C11 = Zalpbm =anbi1 +apby =-3+5=2
p=1
2
c12 = Zalppr = a11b1p + a12bap = 2
p=1
2
Cy] = Zazpbm =day1b11 +axnby, =21+1=22
p=1
2
Cxpp = Zazpbpz = ap1by1 + apby =-14+0=-14
p=1

portanto

C= c11 C12| _ 7 2
- C12 (22 T 22 -14
Para calcular D diretamente como um produto escalar, da i-ésima linha da matriz B
pela j-ésima coluna da matriz A.
1115
k]l

|
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portanto
D= -3-14 -15+2
| 1+0 540

_|-17 -13
11 5
Observa-se que o produto de matrizes ndo se comporta como uma multiplicagdo de

nimeros, mesmo existindo alguns casos que nos induzem a pensar que se comportam.
Considere os nimeros c,d,k € Ctalquec=1-1i,d =2+5iek =7+ 3i, temos que

(1-1)Q2+5i)=7+3i=(2+51)(1-1)

cd =k =dc

a multiplicagdo de constantes (complexas ou reais) sdo comutativas, as matrizes ndo sdo
como foi verificado no exemplo 6.1.7.1.

Teorema 6.1.2 (Propriedades Algébricas da Multiplicacdo de Matrizes) Sejam A,B e C
matrizes e k € C, entdo

e A(BC)=(AB)C e k(AB) = (kA)B = A (kB)
e A(B+C)=AB+ AC
e (A+B)C=AC+BC o [,A=A=Al,seaordemdeAformxn

Exemplo 6.1.7.2: Seja A uma matriz real, calcule A2

6 12
15 )

Se A fosse um ntimero real, teriamos que
2

a- =aa

Segue 0 mesmo para matrizes
A% = AA

6 12([6 12
2 _
e=[5 515 5

Calculamos A% da mesma forma que calculamos D no exemplo 1.7.1

Portanto

A2 = B6-36) (72-72)| |0 O
~|(-18+18) (-36+36)| |0 O

Acabamos de nos deparar em um caso que seria um absurdo caso estivéssemos tra-
balhando com ntimeros ao invés de matrizes, afinal, se z € C entdo

22#0, |z2/>0

Tratando de matrizes vimos que é possivel que a potencia de uma matriz ndo nula pode
resultar numa matriz nula, demonstrando como produtos entre nimeros e entre matrizes
sdo completamente diferentes por serem definidos de formas diferentes.
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6.1.8 Inversa de Matrizes

Quando tratamos de nimeros, definimos ntimero inverso da seguinte forma

Definicdo 6.1.13 (Ntmero Inverso) Sejaa,b € C, b é o inverso de a se satisfazer a equagio
ab=1

Exemplo 6.1.8.1: Encontre o ntimero inverso de a.
Devemos encontrar um b que satisfaca a defini¢do 6.1.13, para tal fim, multiplicamos
os dois lados por 1 com intuito de dividir por ele no lado esquerdo da igualdade

(6.26)

ac =

Q= =

% (ab) = (6.27)

portanto o inverso de um ndmero ndo nulo é ele mesmo elevado a —1.

b=al

Para solucionarmos uma equacao de primeiro grau, fazemos o mesmo procedimento
realizado em 1.8.2, multiplicamos os dois lados pelo niimero inverso do coeficiente que
estd multiplicando a varidvel

ax=b = 1(ax)=é = x=?
a a a

A resposta desde o inicio é clara, a encontramos sem precisar dar toda essa volta, porém, é
necessario que esteja claro que sempre que estamos resolvendo uma equagdo do primeiro
grau é esse procedimento que tomamos.

Definicao 6.1.14 (Matriz Inversa) Seja A uma matriz quadrada de ordem n, a inversa de A é
uma matriz A~! de mesma ordem que satisfaz

AA T =AT1A =1,
se existe a matriz A~Y, A é dita invertivel.

Assim como para ntimeros, se uma matriz é invertivel a inversa é tinica, ndo existem
duas matrizes inversas para a mesma matriz.
Exemplo 6.1.14.2: Calcule a matriz inversa

6 12
=15 7]

Deveremos encontrar a matriz que satisfaz a condigdo da defini¢do 6.1.14

6 12f|x1 x| (1 O
RS [ 629

Multiplicamos a primeira matriz pela segunda

[6 12Hx1 xz]_[(6x1+12x3) (6x2+12x4)]:[1 o]

-3 6 " [(=3x1 + 6x3)  (=3x2 + 6x4) 01

o (6.29)
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nos deparamos com dois sistemas lineares

6x1 +12x3 =1 6xy +12x4 =0
—3x1+6x3=0 =3xp+6x4 =1

que podem facilmente serem resolvidos

631+ 1223 = 1 631+ 1225 = 1
{xl 3 :{xl 3 (6.30)

—3x1+6x3=0 X1 = 2x3

substituimos o valor encontrado para x; na primeira equagao para obter o valor de x3

6 (2X3) +12x3 =1 (6.31)
24x; =1 (6.32)

1
%= o (6.33)

o valor de x; € facilmente calculado a partir de 6.30

X1 = 2x3 (6.34)
2

xX] = o7 (6.35)
1

X1 = E (636)

encontramos os termos x; e x3, repetimos 0 processo para encontrar x; e x4

6xy +12x4 =0 =2
T2 —, 2T (6.37)
—3xp +6x4 =1 —3xp +6x4 =1
novamente
—3(—2x4)+6x4 =1 (6.38)
12x4 = 1 (6.39)
1
=— 6.40
X4 12 ( )
substituindo o resultado da 1.8.15 na 6.37 encontramos x»:
Xp = =2 (i) (6.41)
2”12 ‘
Xp = 1 (6.42)
2= ¢ )

portanto agora conhecemos todos elementos de A™*

A R
-1 _ 112 6
A7 =1 1

24 12

Ry | M R e N P
L3 -6/ 7|3 -6||4 L] |01

Embora seja facil calcular a inversa de uma matriz como fizemos no exemplo anterior,
hd uma maneira mais direta e rdpida para fazé-lo

portanto

RISl
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) X1 X .. . ~
Teorema 6.1.3 Seja A = [xl xz] uma matriz invertivel, entio x1x4 — xox3 # 0 e
3 X4
A_] _ 1 X4 —X2
X1X4 — X2X3 | 7X3 X1

No caso de x1x4 — x2x3 = 0 entdo a matriz ndo é invertivel.

6.1.9 Matrizes Elementares

Para os casos estudados até aqui, os métodos apresentados se mostraram bastante con-
sistentes e uteis, mas para alguns casos calcular matrizes inversas pode ser um processo
bem trabalhoso.

Na secgdo 6.1.4 apresentamos o escalonamento de sistemas de equagdes com operagdes
elementares entre as linhas, as mesmas operagdes elementares sdo permitida para matri-
zes.

Exemplo 6.1.9.1: Escalone a matriz

1 -1 -1
A=|3 -3 2
2 -1 1

Os elementos da matriz A sdo os coeficientes do exemplo 1.4.2 da secdo 1.4, se seguimos
o exemplo e realizarmos as operacdes elementares obtemos

1 -1 -1 [ -1 -]

3 =3 2| —=222502 -1 1 (6.43)
2 -1 1 3 -3 2

1 -1 -1, [ -1 -l

2 -1 1222302 -1 1 (6.44)
3 -3 2] 0 0 5]

1 -1 -1 [l -1 -]

2 -1 12510 1 3 (6.45)
0 0

portanto para escalonarmos uma matriz procedemos da mesma forma que fazemos
com sistemas lineares.

Se tomarmos uma matriz identidade de mesma ordem que a matriz A do exemplo
1.9.1 e realizarmos a primeira operagdo elementar que fizemos em A obtemos

1 00 Lol 1 00
01 0|]=223510 0 1 (6.46)
0 01 010
obtemos a matriz
1 00
E;=|0 0 1
010

tomamos o produto E;A para obter

1 0 0|t
A=00 1/[3 -3 2|=|2 -1 1 (6.47)
0 1 off2
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que é a matriz A com a segunda linha trocada com a terceira, ou seja, a matriz A com a
operacdo elementar L, < L3. Novamente tomamos uma matriz identidade e realizamos
a segunda operagdo elementar de 1.9.2 do exemplo 1.9.1

1 00 N 1 0 O
01 0]=22222%10 1 0 (6.48)
0 01 0 -3 1
obtendo
1 0 0
E,=10 1 O
0 -3 1
fazendo o produto E;A” encontramos uma nova matriz
1 0 O0ff1 -1 -1 1 -1 -1
A”=0 1 02 -1 1|=]2 -1 1 (6.49)
0 -3 11|13 -3 2 0 0 5
e finalmente devemos encontrar a terceira matriz elementar
100 N 1 00
01 0]22-"%1-210 (6.50)
0 01 0 01
1 00
E3=|-2 1 0
0 01
novamente fazemos o produto E3A” obtendo
1 0 Of|1 -1 -1 1 -1 -1
A”=]-2 1 0|2 -1 1|=|0 1 3 (6.51)
0 0 1[0 0 5 0 0 5

2

a matriz A"’ é a matriz A escalonada, transformamos a matriz A em A’ a partir do
produto de matrizes elementares com A

A" = E3A” = E3(E,A’) = E3E» (E1A) = EA (6.52)

onde E = E3E2E1.

6.1.10 Calculo de Matrizes Inversas com Operacdes Elementares

H4 um Teorema que nos permite o calculo de inversas a partir de operagdes elemen-
tares

Teorema 6.1.4 Seja A, uma matriz quadrada de ordem n, se existe uma sequencia de operagdes
elementares com linhas que reduz A em I, entdo a mesma sequéncia transforma I em A™L,

Efetuamos as operagdes com as linhas de A e I ao mesmo tempo ao montar uma matriz
do tipo [A |I] e efetuando as operagdes para obter [I |A‘1], caso A ndo possa ser reduzida
a I, entdo A ndo é invertivel. Esse método é chamado de método de Gauss-Jordan para
calculo da inversa de uma matriz
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Exemplo 6.1.10.1: Calcule ainversa das matrizes utilizando o método de Gauss-Jordan

s 3

Nosso objetivo é, através de operagdes elementares, transformar A em [
[—63 162’(1)(1)L1—%L1)[_132‘(%)(1)] (6.53)
[ —13 2 (%) (1) — [(1) 122 ‘ i (1)] (6:54)
I R -
il el fb d]

portanto

como verificamos anteriormente.
Estamos prontos para um dos teoremas fundamentais da algebra linear

Teorema 6.1.5 (Teorema Fundamental das Matrizes Invertiveis) Seja A uma matriz de or-
dem n X n, as informagoes a sequir sio equivalentes

1. A é invertivel. 3. A forma escalonada reduzida de A é I,,.

2. Av = b tem uma tinica solugdo para cada
bemC". 4. A é um produto de matrizes elementares.

6.1.11 Determinantes

Na secdo 6.1.8 vimos a férmula x;x3 — x2x4 utilizada no Teorema 6.1.3 para inversao de
matrizes quadradas de ordem 2, esse ntimero é o determinante da matriz. Historicamente
os determinantes surgiram de forma independente das matrizes, seu estudo precede o
estudo de matrizes quase dois séculos.

Primeiro precisamos definir o determinante de uma matriz de ordem 2

N , a1 a . .
Defini¢ao 6.1.15 Seja A = [all alz], o determinante de A serd dado por
21 422
ainr M2
detA =|A| = = a4z — a12421
a1 422

Na defini¢do 6.1.15 introduzimos uma nova notagao

ayn a
detA =11 12 (6.57)
a1 ax
.. a1 a2 . . a1 a . )
éimportante notarmos que 712\ 6 diferente de | 11 12 , 0 determinante é um escalar,
a1 a2 a1 4

det A € C, enquanto a matriz é um elemento de um espago vetorial de matrizes, A C Cc2x2
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portanto é preciso cautela quanto ao uso das notagdes, a notagdo do determinante remete
a notacdo do valor absoluto de um escalar |g|]. Com o determinante de matrizes de ordem
2 em maos podemos definir o determinante de matrizes de ordem 3.

a1 a4z a3
Definicdo 6.1.16 Seja A = |ax1 a2 a3 | o determinante de A é dado por
31 asz 4ass

azy 423
aszp 433

azy ax
az1 asz

a1 A23

detA =|A| =an; 2
Al asz1 4ass

Na defini¢do 6.1.16 vimos que o determinante de matrizes de ordem 3 envolve o
calculo de determinantes de outras matrizes, essas matrizes na realidade sdo submatrizes
da matriz principal A. Fazemos o produto do elemento da (i j)-coluna por uma submatriz
que obtemos ao eliminar a (i,j)-coluna da matriz principal, representamos essa submatriz
por Ajj, por exemplo para uma matriz de ordem 3 a submatriz Ap;3

ai1 aiz | 413
Az =| ax ax | axs (6.58)
asz1 asp | ass

removemos todos elementos que encontram-se dentro da linha continua e obtemos a
submatriz
i M2
Ay = 6.59
az1 a3 (6.59)
para qualquer matriz de ordem n X n chamamos o determinante da submatriz A;; de
(i,j)-menor complementar de A.

a1 a2

detA23 =
as1 asp

= a11a32 — 112432 (6.60)

utilizando 6.59 e 6.60 reescrevemos a definigao 6.1.16
det A = 411 det A1 —ap det A1p + a3 det Ass (6.61)
3

(D) gy det Ay (6.62)
] )
j=1

o determinante de uma matriz quadrada de ordem 7 é, portanto, pode ser resumida a
somatoéria em 1.11.6.

Defini¢ao 6.1.17 Seja A uma matriz quadrada de ordem n > 2, seu determinante é

detA =) (-1)"a;;detAy;

n

j=1

Nas defini¢des de determinantes apresentadas até aqui, vimos que é comum combinar
um menor complementar com a permutagdo de seu sinal, podemos definir o cofator de
uma matriz para simplificagdo do célculo de determinantes.

Definicao 6.1.18 (Cofator) Seja A uma matriz de ordem m X n, o (i,j)-cofator de A é dado por

Ci]‘ = (—1)i+j detAij
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A partir da defini¢do 6.1.18 reescrevemos 6.1.17 como

n

detA = ZLI1]‘C1]' (6-63)
=1

a expressdo acima é conhecida como expansao de cofatores pela primeira linha, e nos
leva um teorema fundamental para o calculo de determinantes

Teorema 6.1.6 (Teorema da Expansao de Laplace) Seja A uma matriz quadrada de ordem
n > 2, 0 seu determinante é dado por

n n 1
detA = Z Z‘ %EIZ]CZ]
i=1 j=1
que é a expansdo de cofatores pela (i,j)-linha e (i,j)-coluna, que também pode ser calculado por

n

detA = Z ai]-Ci]-
=1

que é a expansdo de cofatores pela i-ésima linha, ou por

n

detA = Z ai]-Ci]-
i=1

a expansdo de cofatores pela j-ésima coluna.

Na realidade ja haviamos visto cofatores anteriormente, no estudo de matrizes inver-
sas, a matriz no teorema 6.1.3
X4 X2
—X3 X1

é a matriz adjunta de A.

Definicao 6.1.19 (Matriz de cofatores e adjunta) Seja A uma matriz de ordem m X n, sua
matriz de cofatores é a matriz cujos termos sio os (i,j)-cofatores de A

Cn Cip -+ Cup

Cx Cx Cox
A= . }

Clm C2m e Cmn

a matriz adjunta de A é a transposta de A

Cn Cx - Cip

Ciz C» C
AT =adjA=| " o

Cln C2n e Cmn

Assim como as matrizes, os determinantes apresentam propriedades exclusivas

Teorema 6.1.7 Seja A uma matriz quadrada de ordem n, entdo:
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o Se A tem uma linha ou coluna nula, det A = 0.
e Se B é obtida trocando duas linhas ou colunas de A, det B = — det A.
o Se A tem duas linhas ou colunas idénticas, seu determinante é nulo.

e Se B ¢é obtida a partir da multiplicacdo de uma linha ou coluna de A por um escalar, k,
detB = kdetA. Se A, B, C sio idénticas, mas i-ésima linha ou coluna de C é a soma das
i-ésimas linhas ou colunas de A com B, entdo det C = det A + detB.

e Se B é obtida somando um miiltiplo de uma linha ou coluna de A, com outra linha ou coluna
de A, det B = det A.

e Se C é obtida através do produto de A com B, e A e B sio matrizes quadradas de mesma
ordem, entido det C = (det A) (det B).

O teorema permite que fagamos operagdes elementares em matrizes e a0 mesmo tempo
manter o determinante inalterado, a expansdo de cofatores nado é eficiente, realizamos
muitas operagdes, se estivermos calculando o determinante de uma matriz n X n com
a expansdo de cofatores realizamos um ntimero absurdo de operagdes, é mais vidvel
calcularmos o determinante de matrizes escalonadas prestando aten¢do no teorema 6.1.6
para ndo alterar o determinante.

Exemplo 6.1.11.1: Calcule o determinante da matriz

2 -3 10 4
0 3 257
A=[0 0 1 6 2
0 0 05 2
0 0 001

Podemos fazer a expansdo de cofatores pela primeira coluna ou pela quinta linha.
Pela ultima linha obtemos

2 310
0 3 25

detA=1-\) o | . (6.64)
00 05

expandimos novamente os cofatores da ultima linha do (5,5)-menor complementar, e
assim, sucessivamente

2 -3 1
detA=1-5-0 3 2 (6.65)
0 0 1
2 -3
detA—1-5-1-‘O 3' (6.66)
detA=1-5-1-(2-3-(=3)-0) (6.67)

=1-5-1-6=30 (6.68)
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Se calcularmos a expansao de cofatores pela primeira coluna obtemos o mesmo resul-
tado

3257
016 2
detA=2-| o 2 (6.69)
000 1
16 2
=2.3-10 5 2 (6.70)
001
5 2
_2-3-1-'O 1' (6.71)
=2.3-1-(5-1-2-0) (6.72)
=30 (6.73)

0 mesmo caso aconteceria se A fosse uma matriz diagonal ou triangular inferior, de
podemos definir o determinante dessas classes de matrizes de uma forma mais pratica
a fim de diminuir o nimero de operagdes realizadas para o calculo dos determinantes

dessas matrizes.

Definicdo 6.1.20 Seja A uma matriz triangular ou diagonal de ordem n, seu determinante é dado

por
n

detA = H aij
i

o produto dos termos da diagonal principal.

Pelo 6.1.7, se realizarmos operagdes elementares entre linhas ou colunas de uma matriz
seu determinante permanece inalterado, entdo podemos fazer operagdes elementares
em matrizes de ordem mais altas a fim de transformé-las em matrizes triangulares ou
diagonais, otimizando assim o calculo do determinante das mesmas.

Podemos derivar o teorema 6.1.7 para matrizes elementares, todas matrizes obtidas
de uma matriz identidade na qual foi realizada uma operacgao elementar com linhas

Teorema 6.1.8 Seja E uma matriz elementar de ordem n.
e Se E é obtida pela troca de duas linhas em I,,, entdo detE = —det, = —1.

e Se E ¢ obtida pela multiplicagdo de uma linha de I, pelo escalar k € C, entido detE =
kdetl, = k.

e Se E é obtida pela soma de um miiltiplo de uma linha de I, com outra linha, entdo detE =
detl, = 1.

O Teorema acima é apenas uma adaptacdo do teorema 6.1.6.
Exemplo 6.1.11.2: Calcule o determinante da matriz

2 0 3 -1
1 0 2 2
B= 0 -1 1 4
2 0 1 -3
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Recorremos as propriedades do teorema 6.1.7, nosso objetivo é escalonar a matriz a fim de
deixa-la na forma triangular e entdo calcularemos o determinante com a defini¢do 6.1.11.

2 0 3 -1 2 0 3 -1
1 0 2 2|Lbil |0 0 1 3
0 -1 1 4 0 -1 1 4
2 0 1 =3 2 0 1 -3
2 0 3 -1 2 0 3 -1]
0 O % g L42L4—L1 0 0 % %
0 -1 1 4 0 -1 1 4
2 0 1 -3 0 0 -2 -2
2 0 3 -1] 2 0 3 -1
0 0 % g Lala+ila [0 0 0 2
0 -1 1 4 0 -1 1 4
0 0 -2 -2 0 0 -2 -2
2 3 1] 2 0 3 -1
O 0 0 2 LQHL3 0 —1 1 4
0 -1 1 4 0 0 0 2
0 0 -2 -2 0 0 -2 -2
2 0 3 -1 2 0 3 -1
0 -1 1 4] Lo, |0 -1 1 4
0 0 0 2 0 0 -2 -2
0 0 -2 =2 0 0 0 2
portanto encontramos uma nova matriz
2 0 3 -1
, [0 -1 1 4
b= 0 0 -2 =2
0 0 0 2

que é equivalente a
B’ = EB = EsE4E3E>EB

portanto pelo teorema 6.1.8

det B’ = (det Es) (det E4) (det E3) (det E») (det Eq) (det B)
= (=D (1)@ (1) (1) (detB)
= detB

finalmente calculamos o determinante de B com a defini¢ao 6.1.11
4
detB’ = H b, =(2)(-1)(-2)(2) = 8
i=1

portanto
detB =8 = detB’

(6.74)

(6.75)

(6.76)

(6.77)

(6.78)

(6.79)

(6.80)

(6.81)
(6.82)
(6.83)

(6.84)

(6.85)

Com o determinante para matrizes de ordem n definido, podemos reescrever o teo-

rema 6.1.3 de uma forma geral
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Teorema 6.1.9 Seja A uma matriz de ordem n X n, se A é invertivel sua inversa é dada por
-1 _ 1
detA

O teorema 6.1.9 nos permite o calculo de inversas de matrizes quadradas de ordem 7,
embora seja ineficiente para matrizes com ordens muito altas

adj A

Corolario 1 Se det A = 0 entdo A nio é invertivel.

6.1.12 Resolugao de Sistemas Lineares com Métodos Diretos

Anteriormente ja vimos como encontrar o conjunto solu¢do de um sistema linear com
escalonamento. Nossa estratégia era reduzir o sistema a um equivalente na forma triangu-
lar, com o estudo de matrizes e determinantes em maos podemos otimizar nosso método,
tornando-o mais rapido e eficiente, dizemos método direto, pois este leva diretamente ao
conjunto solugdo, caso este exista, através de um namero finito de operagdes.

Definicdo 6.1.21 (Representacio Matricial de um Sistema Linear) Um sistema linear
aijxy + axxp; +---+ ayx, =4a
b1X1 + bzXz +---+ byx, =b
mix1 +moXy + - +MmMyX, =m

pode ser reescrito na forma matricial como

a ay -+ Ay ||X a
bl bz bn X2 b
ml MZ e mn xn m
equivalente a
Ax=b

onde A é chamada matriz dos coeficientes, seus elementos sio os coeficientes das varidveis, x é
o matriz das varidveis (ou incégnitas) e b, o matriz dos termos independentes.

Além da matriz dos coeficientes, outra matriz importante que associa-se a um sistema
linear é a matriz completa, que trata-se da matriz dos coeficientes com uma coluna extra
que é o vetor dos termos independentes.

a a - a4y | a
by by b, | b
[A\b]: . o (6.86)
mp mp -+ My | M
a matriz dos coeficientes do sistema do exemplo 1.4.1 é
2 -3 -1
A=|1 2 1 (6.87)

3 -1 -2
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e a matriz completa é

2 -3 -1|4
1 2 113 (6.88)
3 -1 2|1

Exemplo 6.1.12.1: Resolva o sistema linear do exemplo 6.1.4.1 com escalonamento da
matriz completa.

A matriz completa do sistema é 6.88, nosso objetivo é deixar a matriz na forma
escalonada.

[2 -3 -1]4 L1 2 -3 -1| 4
1 2 1|3 |=2=2"3%11 2 1]3 (6.89)
|3 -1 2|1 0 0 -2|-6
[2 -3 -1| 4 Lol [1 2 1|3 ]
1 2 1|3 0,02 -3 -1 4 (6.90)
| 0 0 -2|-6 |0 0 -2|-6
(1 2 1 3'L'L2L'12 1] 3 ]
2 -3 -1 4 | 250 -7 -3|=2 (6.91)
| 0 0 -2]-6 | 0 0 -2|-6
Novamente encontramos
—2x3 = —6 (6.92)
x33 (6.93)
substituindo na segunda equagédo
—7xp—9=-2 (6.94)
—7xp =7 (6.95)
X =-1 (6.96)
e finalmente
x1—2+3=3 (6.97)
x1=2 (6.98)

aqui realizamos exatamente o mesmo procedimento do exemplo 6.1.4.1, porém, com a
notacdo matricial o escalonamento torna-se mais rapido, afinal, ndo precisamos escrever
as variaveis.

Defini¢do 6.1.22 (Forma Escalonada por Linhas de uma Matriz) Umamatrizestd naforma
escalonada por linhas quando:

1. Todas as linhas nulas estdo na parte inferior da matriz.

2. Em cada linha ndo nula, o primeiro elemento nio nulo é chamado elemento lider, o elemento
lider de uma linha estd disposto em uma coluna a esquerda de qualquer outro elemento lider
abaixo dele.
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A forma escalonada de uma matriz ndo é tnica, além disso, usamos cada elemento
lider para anular os demais elementos abaixo dele, esse procedimento é chamado de
pivoteamento e o pivd é o elemento que escolhemos para realizar tal procedimento, o
pivd ndo é necessariamente o elemento lider de uma linha.

Da mesma forma que realizamos operacdes elementares com as linhas para escalonar
uma matriz, podemos reverter a matriz a sua forma original, afinal as opera¢des sdao
reversiveis.

Definicao 6.1.23 Duas matrizes A e B sio equivalentes por linha se e somente se as duas
puderem ser reduzidas a mesma forma escalonada por linhas.

A estratégia que fizemos para resolver um sistemas linear foi escalonar o sistema a
fim de encontrar um equivalente para ser resolvido com substituicdo de trds para frente.
No exemplo 6.1.12.1 realizamos 0 mesmo método, porém escalonamos a matriz completa
do sistema, o método de elimina¢io de Gauss consiste no escalonamento de uma matriz
completa do sistema e a substitui¢do de trds pra frente, sucessivamente para resolver
o sistema equivalente. Para resolvermos um sistema, escrevemos a matriz completa
do sistema e com operag¢des elementares reduzimos a matriz completa para sua forma
escalonada por linhas que é a forma triangular do sistema de equacdes.

ax1 + axxp +---+ agxy, =4a ay ap e an a ]
bixy + baxa +---+ byx, =b Equivale & matriz completa by b by | b
mMX] + MpXy + « -+ + MpXy =M my My Mg | T
aijx1, + axxp + -+ apyXy =4a a1 ap -+ a4y a ]
Equivale a matriz completa
boyxp +---+ byxy =b na forma escalonada por linhas 0 b by | b
MuyX, =Mm 0 0 - my|m |

Em alguns sistemas o método de Gauss ndo mostra-se eficiente, particularmente para
sistemas com infinitas solugdes.
Exemplo 6.1.12.2:Resolva o sistema

X1 — Xp—x3+2x4 = 1
3x1 — 3xp +3x4 =
—X1 + X —X3 =-3

A matriz dos coeficientes desse sistema é dada por

1 -1 -1 2
A=|3 -3 0 3 (6.99)
-1 1 -10

e a matriz dos termos independentes do sistema é

1
b=|6 (6.100)
-3
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portanto a matriz completa do sistema [A| b] é

1 -1 -1 2|1
3 -3 0 3|6 (6.101)
-1 1 -1 0/|-3

agora escalonamos a matriz de uma forma diferente, pois é uma matriz cujo ntimeros
de linhas é menor do que o nimero de varidveis entdo escalonar a matriz completa nesses
casos ndo é muito vidvel.

1 -1 -1 2|1 Lol 3 -3 0 3|6
3 -3 0 3|6 20 1 -1 -1 2|1 (6.102)
| -1 1 -1 0]|-3 -1 1 -1 0]-3
[ 3 -3 0 3| 6 | 1 3 -3 0 3|6
Ly: Lr-1Ly
1 -1 -12({1 |————| 0 0 -1 1|-1 (6.103)
-1 1 -1 0]-3 | -1 1 -1 0]-3
3 -3 0 3|6 La+dL, 3 -3 0 3|6
0 0 -1 1]|-1 0 0 -1 1]-1 (6.104)
-1 1 -1 0|-3] |0 0 -1 1|-1
[3 -3 0 3| 6 ] i 3 -3 0 3|6
0 0 -1 1|-1 22510 0 -1 1|-1 (6.105)
|0 0 -1 1]-1| 0 0 0 00O
[3 -3 0 3| 6 ] Lag 1 -1 0 1|2
0 0 -1 1|-1]—2"5]0 0 -1 1|-1 (6.106)
|0 0 0 0] 0 | 0 0 0 00O
encontramos o sistema equivalente
- + =2
{xl S (6.107)
—x3+x4 =-1
definindo x3 como
x3=1H
onde t; € R, encontramos o valor da incégnita x4
—t1+x4=-1 (6108)
Xg =1t — 1 (6109)

atribuimos também, a segunda incégnita o valor x, = f; onde f, € R substituindo na
primeira equagdo obtemos os valores das demais incégnitas

o X1 =24+x)— X4 e x» =1 e x3=1H o x4y =x3—1
substituindo as varidveis livres por seus parametros, tém-se

e x1=3-t1+1b ® Xr =1y e x3=1 e xy =t -1
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6.1.13 Resoluc¢do de Sistemas com Matrizes Inversas

Para resolugdo de uma equacéao linear, podemos proceder da seguinte maneira
1 1 b
ax=bh = - (ax) = E(b) = x= - (6.110)

multiplicamos ambos lados pelo inverso do coeficiente a, afinal

1
ala=a=1
a

lax=a"0 = 1-x=a1b (6.111)

i
podemos utilizar o mesmo raciocinio para resolver um sistema linear!

Pela defini¢do 6.1.21 um sistema linear pode ser representado pela sua forma matricial
como

Ax=b (6.112)

equagdes como 6.112 sdo chamadas de equag¢des matriciais e podem ser resolvidas fa-
cilmente, assim como 6.110, queremos descobrir quem é a matriz x mas para isso preci-
samos fazer com que a matriz A seja igual a um elemento neutro, a matriz identidade,
pela defini¢do 6.1.14 o produto de uma matriz quadrada A por sua inversa é igual a uma
matriz identidade de mesma ordem.

Ax=b = A'Ax=A""b = I,x=A"'b = x=B (6.113)

onde B = A71b. Oras, basta conhecermos a inversa da matriz dos coeficientes e realizar
o produto matricial da inversa de A em ambos os lados (note que o produto matricial
sempre devera ser feito com A~! & esquerda de b e de Ax)

Exemplo 6.1.13.1: Encontre a solucdo do exemplo 1.4.2 utilizando matriz inversa.

X1 —Xp — X3 =2
3x1—3x+2x3 =16
2x1 — Xp + X3 =9

Representamos o sistema na forma matricial

1 -1 -1[x] [2
3 -3 2 ||x|=]16 (6.114)
2 -1 1||xs] |9

deveremos encontrar a inversa da matriz dos coeficientes, encontraremos a inversa através
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de operagdes elementares com as linhas

encontramos a inversa que queriamos

3 -3 2/010 190 1
(2 -1 1|00 1| )
3 -3 2010 Lta 1L, 3
1 -1 -1/1 0 022410
(2 -1 1|00 1| B
(3 3 2|0 1 0] 3
[3:13-2L
(2 -1 1]0 0 1 K
_ 3 -3 2 0 1 0 1 L _ 3
0 0 —g 1 _% 0 2>L3 0
1 2
L 0 1 -3 0 -3 1 ] _ 0
(3 -3 2 [0 1 0] o
Lg:—3L
01 -ij0-21|—3]0
2 1
L 0 0 -3 1 -3 0 ] ‘ 0
3 -3 2 0 1 01 3
0 1 —% 0 _% 1 Lyl +3Ls 0
3 1
00 1]-2 L o] 0
3 -32[(0 1 0]
0 1 o0f-1 -F 1 |2mt,
3 1
0 0 1|-2 £ 0]
3 6 .
300z -2 3 L, 1
010 —% _% T N
0 01 —% % 0 0

-3 2
-1 -1
-1 1
-3 2
5
0 -3
-1 1
-3 2
5
0
1 =3
-3 2
1
) 2
0 -3
-3 2
1
1 -3
0 1
-3 2
10
0 1
300
010
00 1
1
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10| -4
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1
1
0
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(6.115)

(6.116)

(6.117)

(6.118)

(6.119)

(6.120)

(6.121)

(6.122)

(6.123)

a solucdo do sistema agora pode ser encontrada, basta fazer o produto de matrizes em

ambos os lados da equagdo matricial.

-2 1 1
-+ -2 1|3 -3 2
- 1 o]]2 -1 1)
1 0 0]
00 1
0 0 1

11T

X3

,x1_

X3

le -

X3

xl-
X2

X2

X2

L 2 avra
213 1 126
_g 150 9
L 5 5
S Ty e
21d 1 126
_g 150 9
5 5
[ 2
-3
| 1

(6.124)

(6.125)

(6.126)

encontramos o conjunto solucdo do sistema, compare o resultado com o do exemplo 1.4.2.
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6.1.14 Meétodo de Cramer

Podemos desenvolver um novo método para solucionar sistemas lineares, trata-se de
uma férmula que utiliza determinantes para resolugdo de sistemas lineares.

Teorema 6.1.10 (Regra de Cramer) Se A é uma matriz de ordem n X n com detA # 0 e b um
vetor coluna de ordem n X 1 (R"), a solugdo da equagio matricial Ax = b é dada por

o det A; (b)
"7 detA

onde a matriz A; é a matriz A com o i-ésimo vetor coluna substituido por b
A; (b) = [ a, - b - a, ]
Exemplo 6.1.14.1: Resolva o sistema do exemplo 6.1.4.1 com o método de Cramer.

2x1 —3xp —x3 =4
X1 +2x +x3=3
3X1—X2—ZX3=1

Escrevemos o sistema na forma matricial

2 -3 -1f[x 4
1 2 1]||x|=1|3 (6.127)
3 -1 -2{[x3 1
calculamos o determinante da matriz dos coeficientes
2 -3 -1
detA=|1 2 1 :22 1 +31 2—1l 1 (6.128)
-1 -2 3 -1 3 -2
3 -1 -2
=2(-4+1)+3(-2-3)-1(-1-6) (6.129)
=-6-15+7=-14 (6.130)

com det A = —14 agora precisamos encontrar as matrizes A; (b), A (b) e A3 (b), que sdo

4 -3 -1

Aib)=[b a a|=[3 2 1 (6.131)
1 -1 -2
2 4 -1

Ayb)=[a1 b ag|=[1 3 1 (6.132)
31 -2
2 -3 4

As(b)=a a b|=|1 2 3 (6.133)
3 -1 1

os determinantes podem ser calculados de maneira andloga ao determinante de A.
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Utilizando a regra de Cramer obtemos

_ det A (b)

= detA
-28

= — = 2
-14

_ detA, (b)

2= detA
14
= — = —1
-14

_ det Az (b)

= detA

—42
=——=3
-14

e o conjunto solugdo encontrado é

compare o resultado com o do exemplo original.

(6.134)
(6.135)
(6.136)
(6.137)
(6.138)

(6.139)
(6.140)



Capitulo 7

Vetores

O que é um vetor? Uma andlise mais simplista pode dizer que é representado por
um segmento orientado, as famosas setas, que possuem médulo (comprimento), direcdo
e sentido. Mas porque vetores sdo importantes? Na Fisica, vemos que para caracterizar o
movimento de uma particula em um campo magnético, a movimentagao de um avido no
céu ou o deslocamento de um carro ndo basta termos a magnitude do deslocamento. Se
lhe for informado que um avido percorreu 500 km (quilometros) e nao lhe for dito mais
nada, logo se perguntara: de onde e para onde? Para compreendermos as situagoes é
necessario ter informagdes como a direcdo (exemplo: norte-sul, oeste-leste) e o sentido
(do sul para o norte, do leste para o oeste).

Qual a diferenca entre um vetor e um escalar (nimero)? Um vetor nos fornece o
modulo, a dire¢do e o sentido enquanto um nidmero nos fornece apenas a quantidade.
Para compreender a diferenca: para descrevermos um movimento utilizamos um vetor e
para indicar a temperatura de uma pessoa utilizamos um escalar.

Exemplo 7.1 Temperatura de uma pessoa: 36,5 °C (Celsius)

I
Vx X

Figura 7.0.1: Vetor

. . = . . ~
Note a forma como foi escrito o vetor V. Ele foi decomposto em duas dire¢des, x e
y. Observe que a forma como estd escrito o vetor velocidade ndo hé a informacado sobre
o médulo do vetor, apenas sua direcdo e sentido. A representagdo do médulo de um

d . .
vetor é: 'V| Para calcular o médulo do vetor velocidade, que seria como calcular seu
comprimento, fazemos a raiz quadrada de soma de suas componentes ao quadrado, ou

seja:
[0 = /02 + vi

127
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7.1 Decomposicao de Vetores

O que significa falar que o vetor Ve decomposto e o que sdo vetores unitarios (i e
/)? Observe que se um vetor V estd decomposto em duas dire¢des (x e y) indica que este
vetor possui duas coordenadas, logo, a sua decomposigdo esta ao longo de dois eixos
perpendiculares entre si. A decomposicdo de um vetor €, basicamente, a projecdo do
vetor em eixos perpendiculares entre si. Imagine uma lanterna sob (em cima) o vetor,
pense na decomposicdo do vetor como a sombra que o vetor faz no chao.

Observe a figura:

Figura 7.1.1: Decomposi¢do de um vetor

Note que a parte azul é a sombra feita pela incidéncia da lanterna na parede (eixo y)
e no chao (eixo x).

Um problema que apareceu ap6s a solucdo da decomposicdo em eixos perpendiculares
entre si foi 0 do sentido, como de uma forma vetorial poderiamos escrever que o vetor
velocidade estd no primeiro quadrante? Foi entdo que denominaram os vetores unitarios
i, e k que sdo vetores cujo médulo é 1 e determinam os sentidos. O vetor unitario 7 estd
localizado sob o eixo x, portanto, compreendemos o sentido positivo de i(+i) como sendo
0s ntimeros positivos do eixo x e o sentido negativo de i(~i) como sendo os ntimeros
negativos do eixo x. A mesma légica segue para os vetores unitérios J e k, sendo o vetor
unitario f localizado sob o eixo y e o vetor unitario k localizado sob o eixo z.

7.2 Operacoes entre Vetores

7.2.1 Soma entre Vetores

As notagdes mais comuns utilizadas para representar um vetor sdo: através da
© o~ ipgs 3 2 2 > ) =4
decomposicdo de vetores unitdrios (R = xi + yj + zk) ou através de coordenadas (R =
(x,y,2)). A soma entre vetores se da pela adicdo de cada componente correspondente,
entdo:

A+B= (ax + by,ay + by,a, + b;)

ou
A+B=(ar+b)i+ (ay +by)j + (@ + bo)k
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7.2.2 Produto entre um Vetor e um Escalar

Um escalar positivo ndo modifica o vetor em dire¢do ou sentido, como visto acima,
um escalar é um ndmero. Portanto, ao fazer o produto de um vetor por um escalar
positivo, essa operacdo ndo mudaré seu sentido ou diregdo, apenas modificard o médulo
(tamanho) do vetor. Um escalar negativo também mudara o médulo do vetor (salvo o
escalar -1) e alterard o sentido do vetor. Observe o exemplo abaixo, onde temos o vetor
U em seguida temos o produto entre o vetor U e o escalar 2, 0 produto entre o vetor Ue
o escalar -1 e o produto entre o vetor U e o escalar -2. Note que na multiplicacdo por um
escalar negativo faz com que o sentido se inverta.

7.2.3 Produto Escalar

O produto escalar ou produto interno, como também é chamado, é o produto entre
dois vetores que resulta em um escalar, em um ntimero. A notagdo utilizada para indicar
o produto escalar entre dois vetores é: A-B= ¢, onde A e B sdo vetores e ¢ é um ndmero.
Ha algumas formas de calcular o produto escalar, listaremos as duas mais utilizadas. Na
primeira forma, ndo hd necessidade de conhecer as coordenadas dos vetores, apenas seus

modulos e o menor dngulo O (theta) formado entre eles e entdo se calcula: AB= |X| |§ | cosf

(lé-se: produto escalar entre o vetor A e o vetor B é igual ao médulo do vetor A vezes o
modulo do vetor B vezes o cosseno de theta). Para a segunda forma de calcular, considere

0s vetores: A = (ax,ay,a;) e B= (bx, by, bz), calcula-se o produto interno entre os vetores A
-

eB:A-B= ayby + uyby + a,b, (lé-se produto escalar entre o vetor A e o vetor B é igual a
soma do produto entre as coordenadas correspondentes de cada vetor).

7.2.4 Produto Vetorial

O produto vetorial ou produto externo, como também é chamado, é o produto entre
dois vetores que resulta em um outro vetor. O vetor gerado é sempre perpendicular aos
dois vetores do produto vetorial. A notagdo utilizada para indicar o produto vetorial
entre dois vetores é: A X B = 6, onde fY, B e C sido vetores. A forma mais comum de
calcular o produto vetorial entre dois vetores é por determinante, que utiliza os conceitos
e principios de matrizes e determinantes, os quais ndo serdo mostrados neste Guia,
mas pode encontra-los nos livros de referéncia. E necessario obter os vetores em suas
coordenadas R = (¢, 1y, 12) OU R= (ryd + Ty f +7,k), desta forma disporemos em uma matriz
quadrada onde a primeira coluna possui as coordenadas do eixo x, a segunda coluna as
coordenadas do eixo y e a terceira coluna as coordenadas do eixo z. Observe abaixo outra
forma de calcular o produto vetorial entre os vetores A e Bem que A= axf +ay f + azfc e

5 ~ 2~ b . . .~ p g
B = byi + byj + b;k, note a distribuicdo das componentes e dos vetores unitarios:

bnd =2 }l} j k ~ 2~ ~
AXB=|ay ay a; |=(ayb; —aby)+ (a:by —ayb;)j+ (axby, — ayby)k
by b, b,

(Lé-se: produto vetorial entre o vetor A e o vetor B é igual ao determinante de uma
matriz trés por trés)

Essa forma de calcular resulta no préprio vetor, porém para calcular apenas o médulo
do vetor podemos usar apenas os médulos e 0 menor angulo O (theta) entre os dois

vetores, e assim calculamos: |ff x B ’ = |A)| |§ | sen@ (lé-se produto vetorial entre o vetor A
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Figura 7.2.1: Regra do paralelogramo

e o vetor B é igual ao médulo do vetor A vezes o médulo do vetor B vezes o seno de
theta). Observe que no produto escalar é utilizado o cosseno para o calculo e no produto
vetorial é utilizado o seno. O produto vetorial possui algumas propriedades importantes
e amplamente utilizadas:

A-(BxC) =C-(AxB)=B- (Cx A) (PRODUTO MISTO)

O médulo do vetor resultante do produto vetorial pode ser calculado também como
a area do paralelogramo formado pelos dois vetores

Observando as propriedades acima notamos que o produto vetorial muda conforme
a ordem dos vetores e que ¢é distributivo. H4 o conceito de produto misto, no qual temos
o produto vetorial entre dois vetores e com o vetor resultante dessa operacdo, faz-se o
produto escalar e obtém se um ntimero. Prove abaixo que o produto misto possui essa
propriedade de podermos intercalar os vetores e o resultado é o mesmo.



Capitulo 8
Limite

8.1 O conceito de limite de uma funcao

O conceito de limite na matemdtica é uma das ideias bésicas fundadoras do célculo
diferencial e de muitas outras dreas. Apesar de tudo, sua defini¢do formal se deve aos
séculos XVIII e XIX, deixando o limite matemadtico com uma idade de pouco mais de 150
anos. Para efeito de comparagdo, a relatividade de Einstein recentemente completou 100
anos.

Os motivos que levaram esse conceito a ser tdo tardiamente definido podem ser
resumidos pela sua complexidade. Para fins didaticos, mostraremos a defini¢do informal,
ou seja, ndo algébrica e a defini¢do formal de limite neste material.

Definicao Informal

O conceito de limite de uma func¢do nos mostra o comportamento de uma fungao
préximo a um ponto, mas nunca no ponto. Este ponto pode ou nio estar definido no
dominio da funcdo. Entdo, seja f uma funcdo definida em um intervalo aberto! em
torno de um ponto x;, exceto, talvez, em x(. Se f(x) fica arbitrariamente préximo de um
numero real L (tdo préximo quanto quisermos), para todos os valores de x suficientemente
préximos de xo, dizemos que f(x) tem limite no valor L quando x tende a x.

Observe que, a partir da defini¢do informal acima, temos um intervalo aberto que
contém x; e xp, tal que, xp ndo é um ponto do dominio da fungdo arbitrdria f(x). Gra-
ficamente, é possivel observar que conforme se aproxima de xg, por valores maiores ou
menores que este, a fungdo f(xp) aproxima-se do valor L. Confira a figura 8.1.1.

!Intervalo aberto real é um conjunto de nimeros reais contendo todos os nimeros limitados por dois
extremos, os quais ndo pertencem a esse conjunto.

131
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Figura 8.1.1: Grafico de f(x) arbitrario

Defini¢ao Formal

Consideremos f sendo uma fungdo e xp sendo um ponto pertencente ao dominio
da fungdo f ou a extremidade de um dos intervalos que compde o dominio de f. Dessa
forma, temos a defini¢ao formal:

Definicdo 8.1.1 Dizemos que f(x) tem limite no valor L, em x, se, para cada valor € > 0
dado, existir um 6 > 0 tal que:

[x—xol <6=|f(x)-Ll<e¢

Quando o limite da fungio f for L, temos que esse valor é tinico.

Ao analisar a definicdo formal e informal vemos a diferenca entre os pré-requisitos
exigidos por cada uma. Este material é destinado aos alunos recém ingressos na facul-
dade, portanto, a defini¢cdo formal é de dificil compreensdo, pois precisa de conceitos de
topologia 2, como convergéncia e continuidade, algo que pode ser novo para o leitor.

Primeiramente, vamos compreender graficamente e didaticamente o que a defini¢do
formal nos diz. Dado o ponto xp de uma funcdo f, adicionamos ou retiramos 6 de xo,
ou seja, estamos variando xp em um valor 6 (delta é um nimero real e positivo). Para
cada valor o, teremos uma adigdo ou subtragdo na fungdo correspondente a ¢ (epsilon é um
numero real), ouseja, f(xo+06) = L+¢e f(xg—0) = L—¢. Se fizermos 0 ser pequeno quanto
quisermos, poderemos analisar a variagdo ¢ na funcdo préximo ao ponto xo. Sabendo que
x é um valor arbitrdrio do dominio de f, se 0o médulo da diferenga entre x e xo for menor
que 6, ou seja, xg — 0 < x < xg + 0, entdo, o médulo da diferenca entre f(x) (o valor da
fungdo no ponto x) e L é menor que ¢. Portanto, cumprido essas condi¢des, dizemos que
o limite da func¢do f(x) quando x tende a xo é igual a L.

Para fins didaticos utilizaremos uma fungdo linear, ou seja, do primeiro grau, mas
lembre-se de que f é arbitraria. Considere uma funcao f, tal que, queiramos analisar seu
comportamento préximo ao ponto xg, que é um ponto que pode ou ndo estar no dominio
da funcao.

2Topologia é uma drea da matemética que estuda espagos topolégicos. Uma topologia T em um espago
é uma colegdo de partes do espaco (subconjuntos abertos), tal que o vazio e o todo sejam elementos dessa
colegdo. Além disso, sdo também elementos a intersecdo finita e a unido infinita de abertos da colegao.
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L+e v L+e ¢ L+e

L-g L-g ; f L-g
! i i ' ! fix, ) °

Figura 8.1.2: Graficos lineares definidos em um intervalo aberto analisando 3 fungées diferentes
proximas ao ponto xo. Em (a) e (c), xo € um ponto do dominio e em (b), xp ndo é um ponto do
dominio.

Analisando o grafico (2) da figura 8.1.2, temos que o ponto x( estd definido no dominio
da fungédo e conforme formos diminuindo o valor de 6 até ficar suficientemente préximo
de xo, vemos que f(xo + 0) tende a L, entdo concluimos que

lim fi(x) =L

X—X0
Observe que esse mesmo argumento serve para o caso (b) e (c), mas em *(b) o ponto xp ndo
estd no dominio da funcdo, portanto a fun¢do nado possui valor neste ponto, ou seja, para
(b), f2(x0)d, e no caso (c), o ponto xj estd definido no dominio da fung¢éo, porém observe

que diferentemente do grafico (a), f3(xp) # L. Entretanto, para todos os gréficos da figura
8.1.2, temos

lim f>() = L= lim f5(x)

X—X0

Vocé ja deve ter notado que o limite de uma fungdo ndo necessariamente é o valor da
fungdo no ponto. Entenderemos melhor quando o limite serd o valor da fun¢do no ponto
e quando ndo serd na secdo 8.5, a partir da continuidade de uma funcao, mas o conceito
chave de limite é compreender que limite mostrarad como a funcdo se comporta préximo
a um determinado ponto.

Perceba como as duas defini¢des se complementam para uma definigdo compreensivel
ao nivel do leitor, visto que a definicdo informal ndo fundamenta matematicamente
o conceito de limite, sendo necessdria, a defini¢do formal mais rebuscada e algébrica.
Alguns limites podem ser trabalhados a partir da defini¢do informal e do célculo direto,
como a partir de substituicdo ou a partir de simplificagdes. Entretanto, alguns limites
apenas podem ser calculados a partir da defini¢do formal, mas esses ndo serdo trabalhados
neste material.

8.1.1 Aplicacdo de limite na Fisica - Velocidade de escape

Veremos uma aplicagdo de limite dentro da Fisica, abordaremos a velocidade de
escape, isso é, a velocidade minima que um corpo sem propulsdo deve adquirir para
poder vencer a barreira gravitacional de um outro corpo. A velocidade de escape é a
velocidade na qual a energia cinética de um corpo sem propulsdo é igual em magnitude
a sua energia potencial em um campo gravitacional.

A lei da gravita¢do universal afirma que a atra¢do entre dois corpos um de massa m e
outro de massa M depende linearmente de suas massas e inversamente do quadrado da
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distancia r entre eles. Definindo G como o fator de proporcionalidade constante entre as
grandezas, a forga gravitacional pode ser descrita por

= Mm,\
F= —Gr—z]

=2 . . L, . . ~
Perceba que a forga gravitacional F é atrativa, por isso ha o sinal negativo na expressao
matemadtica do vetor, dado o sistema de referéncia adotado. Observe a figura 8.1.3.

Figura 8.1.3: Corpo fora da superficie da Terra com indicacdo da forca gravitacional no eixo de
referéncia xy.

Supondo que F coincida com a forca peso de um corpo na superficie terrestre, podemos
identificar a gravidade g atuante na superficie da Terra. A distancia r entre os centros de
massa dos dois corpos é o raio da Terra R, m é a massa de um corpo sobre a terrae M é a
massa da Terra. Observe que a forca gravitacional e a forca peso estdao na mesma direcao
e mesmo sentido (ambas apontam para o centro da Terra), e, na superficie da Terra, sdo
iguais em médulo. Dessa forma identificamos a gravidade da terra como

\P| = |F|
Mm
mg =Gy
M

Figura 8.1.4: Corpo sob a superficie da Terra
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Agora avaliando a situagdo de um projétil sem propulsdo langado para cima com
velocidade v, qual deve ser o médulo da velocidade imprimida sobre ele para que se
possa deixar a terra? Usa-se a ideia de que ele estad sobre a superficie da terra a uma
distancia R da origem do sistema de coordenadas de referéncia, ou seja, o raio da Terra,

conforme mostra a figura 8.1.4. Assim o corpo tem uma energia potencial gravitacional
2

. Ly mo . ..
igual a U = mgr e cinética K = ——. Lembre-se que energia é uma grandeza fisica
escalar, portanto tratamos os vetores (velocidade e aceleracdo da gravidade) envolvidos
em moédulo. Qual deve ser a energia mecéanica® do corpo para que ele ndo sofra mais agdo
do campo gravitacional da Terra?

Figura 8.1.5: Vetor velocidade e vetor aceleracdo da gravidade sob a superficie da Terra.

Observe que, ao final, se o corpo ainda possuir energia potencial gravitacional é
porque ainda ndo escapou da Terra, ou seja, do campo gravitacional terrestre. Por outro
lado, se ainda tiver energia cinética é porque a velocidade fornecida a ele era mais do que
suficiente para deixar a Terra. Na tentativa de achar um limite em que ele deixa a Terra
sem esforco adicional, deseja-se que o corpo se encontre parado no final.

Desconsiderando forgas dissipativas, podemos aplicar a conservag¢do da energia mecanica
do sistema, portanto, a energia mecanica deve ser igual sobre a Terra e quando estiver
parado. Para tal, observe que no instante sobre a Terra, o corpo tem energia mecanica
igual a Ej;ciy = K+ U. E quando o corpo ja ndo sofre a agdo da forga gravitacional da Terra
e esta parado, a energia mecénica € Ef;,; = 0. Pela conservacdo de energia, podemos
escrever

Einiciat = E final

Observe que a origem do sistema de coordenadas de referéncia estd no centro de
massa do corpo de massa m, como mostra a figura 8.1.3. Dessa forma, quando o corpo
de massa m estiver sobre a superficie da Terra, r = =R, devido o sistema de coordenadas
adotado. Portanto, a energia potencial gravitacional é U = mg(—R). A velocidade de
escape entdo sera:

m02

T—ngZO

v = 4/2gR (8.2)

3 A energia mecanica de um sistema é a soma da energia cinética e de todas as energias potenciais.
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Isso significa que esta velocidade é um limite para que o corpo possa transcender o
campo gravitacional terrestre. Repare que a equacédo 8.2 ndo depende da massa do corpo,
portanto, essa é a velocidade que qualquer corpo sem propulsdo deve ser langado sob a
superficie da Terra para transcender o seu campo gravitacional. Pode gerar espanto, mas
o que alterard de um corpo para o outro serd o impulso dado no corpo, que serd maior ou
menor, conforme a massa.

Exemplo 8.1.1

Calcule a velocidade de escape da Terra, dado que a massa da Terra, o raio médio
da Terra e a constante gravitaciona14 valem M = 5,98 - 10 kg, R =6,37- 10° m e

2
G=6,67-10"1

m
, respectivamente.
kg? P
Solugéo
Vamos calcular a velocidade de escape para um corpo qualquer sobre a superficie
terrestre. Para tal, vamos reescrever a equacao 8.2 substituindo g conforme a equacgéo 8.1
descreve. Entdo

M
0= ZGK

v = 2-6,67-10—11~M
6,37 -10°

m11,2-103§

A partir doresultado acima, concluimos que um corpo sem propulsao deve ser langado
verticalmente com uma velocidade minima de aproximadamente 11,2 quildmetros por
segundos para poder transcender o campo gravitacional da Terra.

8.1.2 Calculo do limite de uma fungao

Nos tépicos anteriores, observamos o conceito e a defini¢do de limite. Através das
defini¢des conseguimos entender porque a velocidade de escape é um limite. Note que a
velocidade de escape é um valor fixo que é alcancado quando se aproxima um pardmetro
a um determinado valor, ou seja, quando aplicamos a conservagdo de energia (sobre
a superficie e fora do campo gravitacional), observamos a velocidade necessaria para
escapar do campo gravitacional da Terra e ficar parado. Da mesma forma, ao aproximar
o pardmetro 6 de um determinado valor x(, observa-se o limite da fun¢do sendo o valor
fixo L.

Se fosse imprimida uma velocidade um pouco maior do que a de escape o corpo se
desprenderia do campo terrestre com um pouco de velocidade residual. E se imprimisse
uma velocidade um pouco menor, o corpo quase deixaria a Terra. Da mesma forma, em
uma fungdo, se adicionarmos ou retiramos 6 a xg, poderemos observar o que ocorre com
a funcdo préximo ao limite.

Apoés apresentar os conceitos e defini¢des, podemos dar inicio a notagdo de limite,
ou seja, como se escreve matematicamente e o que significa cada termo. Imagine uma
fungdo f de algum parametro x, portanto, f(x). Como vimos na figura 8.1.2 para todos

“De acordo com o Wikipédia.
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os graficos representados, temos que L é o limite de f(x) quando x tende a xo, em que
denotamos da seguinte forma:

lim f(x) = L (8.3)

X—X0

Lé-se a equagdo 8.3 como: o limite de f(x), quando x tende a xo, é igual a L. O simbolo
— significa tende, ou seja, o parametro x se aproxima de xg, porém nunca é xg. Perceba a
sutileza da defini¢do, se aproximar néo é ser igual, e ai esta o conceito mais importante do
limite, conseguimos observar a fungdo préxima a um ponto sem conhecermos a fungao
no ponto em si.

Exemplo 8.1.2

Calcule o limite da fungdo f(x) = 4x + 3 quando x tende a 1.

Solugdo  Note que f(x) é uma func¢do polinomial, portanto, podemos calcular o
limite substituindo x = 1 na funcéo e obteremos o limite quando x tende a 1. E importante
ressaltar que por f(x) ser uma fungdo polinomial, o limite é calculado substituindo x = 1
em f(x), ouseja, f(1), porém isso nao é correto para outros tipos de fun¢des. Entdo vamos
calcular:

lim f(x) =lim 4x+3=4-14+3=7
x—1 x—1

Note entdo que o limite da fung¢do f(x) = 4x+3, quando x tende a 1, é igual a 7. Vamos
verificar agora, por curiosidade, como isso se aplica a defini¢do formal.

x-1l<d=1|@x+3)-7<e

(dx+3)—7|=4x—4| =4|x - 1] < 46
Dessa forma, podemos observar que, para todo € > 0, tomando 6 = Z, teremos:
|x—1|<6:>|(4x+3)—7|<46:42 —¢

Observe que a resolugdo acima cumpre com todos as condi¢des da defini¢do formal.
Temos um 6 > 0 tal que, verifica-se que:

lim f(x) =lim 4x+3 =7
x—1 x—1

Exemplo 8.1.3

Calcule o limite da funcédo f(x) = x — 1 quando x tende a 2.

Solucdo Note que f(x) é uma fungdo polinomial, portanto, podemos calcular o limite
da mesma forma e pelo mesmo motivo que no exemplo 8.1.2. Entéo:

limf(x)=limx-1=2-1=1

x—2 x—2

Note entdo que o limite da fungdo f(x) = x — 1, quando x tende a 2, é igual a 1. Vamos
verificar agora, por curiosidade, como isso se aplica a defini¢do formal.
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x=2|<o=|(x-1)—-1<e

(x—=1)—1=x—-2/ <6

Dessa forma, podemos observar que, para todo € > 0, tomando 6 = €, teremos:

x-2[<o=|(x-1)-1<do=¢€
Observe que a resolu¢do acima cumpre com todos as condi¢des da defini¢do formal.
Temos um 6 > 0 tal que, verifica-se que:

limf(x)=limx-1=2-1=1
x—2 x—2

Observe que em ambos exemplos, achamos uma relagdo entre 6 e €, de tal forma que
cumpra as condigdes da defini¢do formal.

Exemplo 8.1.4
2

x—2

Calcule o limite da funcédo g(x) = quando x tende a 2.
Solucdo Note que ndo se trata mais de uma fungdo polinomial e que x = 2 ndo esta
no dominio da funcéo g, pois x = 2 gera o seguinte resultado:

24 4-4 0
8@ =533"35270 (84)

O resultado 8.4 é chamado de indeterminagdo, pois ndo é possivel definir esse valor

0 « o . . o .
—. Entdo vocé deve se perguntar, esse limite existe? A resposta é sim, esse limite existe.

Algumas fung¢des podem aparecer na forma nédo fatorada e induzir a um erro precipitado.
Observe que o numerador da funcdo g, pode ser fatorado em x*> — 4 = (x — 2)(x + 2),
de acordo com o produto da soma pela diferenca de dois termos. Podemos, portanto
reescrever a fungdo g(x) como:

_x2—4_ _(x=2)x+2)
g(x)—x_z— p— =x+2
gx)y=x+2

Note agora que ndo hd mais indeterminacédo, pois a fungdo foi fatorada para uma
fungdo polinomial, portanto:

limg(x) =lim x+2=4
x—2 x—2

Observe que todo o cdlculo feito acima s6 é possivel pois x ndo é igual a 2, mas x
tende a 2, ou seja, x fica arbitrariamente préximo de 2, e por esse motivo podemos fazer
o célculo do limite, caso contrério, cairfamos na indeterminagdo 8.4. Lembre-se que x = 2
ndo pertence ao dominio da fungdo g(x).
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8.2 Limite laterais

Vimos o conceito e a notacdo de limite na se¢do anterior, mas ndo vimos ainda os
critérios que definem a existéncia do limite de uma funcdo. Quais as condi¢des para que
o limite exista e seja tinico? Vamos introduzir os limites laterais.

Cada ponto de uma fungdo pode possuir dois limites laterais. O nome é bem intuitivo,
vocé ird analisar o comportamento da fun¢do apenas de um lado do ponto em questdo
Xo, ou seja, pela esquerda ou pela direita do ponto. Note que a esquerda de um ponto
sempre estdo os valores menores que ele e a direita de um ponto sempre estdo os valores
maiores que ele. Portanto, se nos referirmos ao limite lateral a esquerda, nos referimos
a valores menores que xp e quando mencionado o limite lateral a direita, sdo os valores
maiores que Xo.

Escrevemos lim f(x) =L (ou lim f(x) = M) e dizemos que o limite de f(x), quando
X=X+ X—X—

x tende a xo pela direita (ou pela esquerda) é igual a L (ou a M), se pudermos tornar os
valores de f(x) arbitrariamente préximos a L (ou a M) para valores de x suficientemente
proximos de xo, de forma que, esses valores de x sejam maiores (ou menores) que xo. Ou
seja, limites laterais avaliam o comportamento da funcdo por valores apenas maiores ou
apenas menores que o ponto em questdo. Caso os limites laterais a direita e a esquerda
coincidam, temos que o L = M, ou seja, X]_i)rg(}+ fx) = xl_ig;_ f(x). Observe que a notagao

x — a* e x — b~ significam, respectivamente, x tende a a pela direita e x tende a b pela
esquerda.

Ao olharmos para o limite lateral 4 esquerda de um ponto, devemos analisar para qual
valor a fung¢do tende quando avaliamos valores préximos do ponto, mas sempre menores
do que ele. Por exemplo, caso queiramos saber o limite lateral a esquerda do ponto x = 2
da fungdo f(x) = x?, devemos analisar quais valores x% assume quandox =1,5,x=1,7,
x=1,9x=1,99,x=1,999, e por ai vai.

x| fx) =2
1,5 2,250
1,7 2,890
1,9 3,610
1,99 3,960
1,999 3,996

Tabela 8.2.1: Valores da fungdo f(x) = x> conforme x se aproxima de 2

Observe o gréfico da funcdo f(x) = x? abaixo.

Ye

Figura 8.2.1: Gréfico da funcdo f(x) = x?.
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De acordo com a tabela 8.2.1 e a figura 8.2.1, conclui-se que:

lim f(x) = lim x? =4
x—2- x—2-

Por outro lado, para encontrar o limite lateral a direita de um ponto, devemos analisar
para qual valor a fungdo tende quando avaliamos valores préximos ao ponto, mas sempre
maiores do que ele. Por exemplo, caso queiramos saber o limite lateral a direita do ponto
x = 5 da fungdo f(x) = 3x, devemos analisar quais valores 3x assume quando usamos
x=5,5x=5,2,x=5,1,x=5,01, x =5,001, e por ai vai.

X f(x) =3x
5,5 16,500
5,2 15, 600
51 15,300
5,01 15,030

5,001 | 15,003

Tabela 8.2.2: Valores da funcdo f(x) = 3x conforme x se aproxima de 5

Observe o gréfico da fungdo f(x) = 3x abaixo.

Va

] .

Figura 8.2.2: Gréfico da funcéo f(x) = 3x.

De acordo com a tabela 8.2.2 e a figura 8.2.2, conclui-se que:

lim f(x) = lim 3x =15
x—57% x—5%

Perceba que lim,_,+ x? = 4 e lim,,5 3x = 15, e esse resultado se da pela mesma
andlise feita acima. Assim, temos o primeiro teorema que fundamenta a existéncia do
limite de uma funcao.

Teorema 8.2.1 Seja f uma fungio e xo um ponto do dominio da funcdo f ou uma das
extremidades que compde o dominio da funcdo f, entdo:

lim f(x) =L &

f admite limites laterais a esquerda e a direita em xo
xX—X0

¢ S0 =l S =1

Tal que L é um valor tinico.
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Através do teorema 8.2.1, podemos concluir que:

limx> =4 & lim x> =4 = lim x?
x—2 x—2~ x—2+
e

lim3x =15 < lim 3x =15 = lim 3x
x—5 x—5*

x—5~

Exemplo 8.2.1

Observe a Figura 8.2.3 e analise o limite da fungdo nos pontos:

1. x=2;
2. x=-3;
3. x=10.
yn
10
4
/)
-3
Figura 8.2.3: Gréfico de uma fungdo f(x) arbitrdria.
Solugéo

1. Podemos ver que, no ponto x = 2, o limite lateral a esquerda é igual ao limite lateral
a direita, ou seja, observando valores maiores ou menores que x = 2, a fungdo se
aproxima do mesmo valor. Logo o limite de f(x) quando x tende a 2 vale 4, que
coincide com o valor da fung¢do no ponto.

lim £(x) = lim f() = lim f(x) = 4 = f(2)

2. No ponto x = -3, o limite lateral a esquerda é igual ao limite lateral a direita. Logo
o limite de f(x) quando x tende a -3 é igual a 0, que ndo coincide com o valor
da fungdo no ponto. Observe que, se avaliarmos os valores maiores ou menores
que x = -3, notaremos que esses valores aplicados a fungdo tendem a 0, porém,

f(-8)=2.

lim f(0 = lim f() = lim f(x)=0# f(-3) =2
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3. Aoavaliarmos o ponto x = 10, vemos que o limite lateral a esquerda vale 1, enquanto
o limite lateral a direita vale 10.

gy S =1

g, f) =10

De acordo com o teorema 8.2.1, lir?o f(x) 9, pois os limites laterais sdo diferentes.
xX—

Exemplo 8.2.2

Determine, se existir, o limite das seguintes fungdes:

1. f(x) = |i—|, quando x tende a 0;

+1, >1
2. g(x) = {x sex , quando x tende a 1.

2x, sex <1
x%, sex >2

3. h(x) = , quando x tende a 2.
2x—1,sex <2

Solugéo

1. Vamos avaliar a funcdo f(x). Teremos que a fungdo ndo é definida no ponto
x = 0, portanto, esse ponto ndo pertence ao dominio da fung¢do, pois causa a

. .0 < .
indeterminacdo do tipo —. Como se trata da fun¢do médulo, temos que a nossa

fungéo é definida da seguinte forma:

X
-=1,sex>0
X

flx) =
X
— =-1,8ex<0
x
Para verificarmos a existéncia do limite, podemos calcular os limites laterais e
verificar se sdo iguais. Caso sejam iguais, o limite de f(x), quando x tende a 0 existe

e éigual ao valor dos limites laterais.

O limite lateral a esquerda se aproxima de zero por valores negativos, portanto
temos:

—-X
li = lim — =-1
Jim f(x) = lim —

E o limite lateral a direita se aproxima de zero por valores positivos, entdo:
. . X
lim f(x) = lim - =1
x—0* x—0*t X

Note, que, os limites laterais sdo diferentes. Entado



8.2. LIMITE LATERAIS 143

lim f(x) o
x—0
Ao observar o gréfico da funcdo f(x) = %, a conclusao é imediata.

yJL

Figura 8.2.4: Grafico da fungao f(x) = <.
2. Para verificar se o limite da fungdo g(x) existe, vamos verificar se os limites laterais
sdo iguais, e entdo, se forem iguais, sabemos que o limite da fungdo existe e é igual
aos limites laterais. Vamos entender o que acontece com a fungdo. Para valores
menores que 1, a fungdo é definida pela lei g(x) = 2x, e para valores igual ou
maiores que 1, a funcdo respeita a lei g(x) = x + 1. Vamos ver qual é o limite lateral
a esquerda e a direita para comprovarmos a existéncia ou ndo do limite da fungéo.

limg(x):xli_)nln_Zx:Z-lzz

x—1-

limg(x)leir%x+1=1+1=2

x—1*

A partir dos resultados acima, podemos concluir:

lir{1_ gx) = lir{1+ gx)=2= lirr} g(x)

Portanto, o limite de g(x), quando x tende a 1, existe e vale 2. Veja como na figura
8.2.5 fica claro esse resultado.

Ya

Figura 8.2.5: Gréfico da fung¢do g(x).
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3. Assim como o item anterior, vamos verificar a existéncia e igualdade dos limites
laterais. A funcdo h(x) é definida da seguinte forma: para valores igual ou maiores
que 2, a fungdo respeita a lei h(x) = x* e para valores menores que 2, a lei é h(x) =
2x — 1. Calculando os limites laterais, temos:

lim h(x) = lim 2x~1=2-2-1=3
X—2"

x—2-
lim h(x) = lim x> =22 =4
x—2% x—27*
A partir dos resultados acima, podemos concluir:
lim h(x) # lim h(x)
x—2" x—2%

Portanto, o limite de g(x), quando x tende a 2, ndo existe, lim,_,, i(x) d. Observe
a figura 8.2.6 e note o comportamento da fun¢do préximo ao ponto x = 2.

Ya
4 =~ 1
3 _---I
5 » X

Figura 8.2.6: Gréfico da fungéo h(x).

Observacio
Note que em todos os exemplos, s6 substituimos x pelo valor do ponto analisado
apo6s retirarmos do limite. Ou seja, é extremamente incorreto escrever

lim x2 =lim 22 =4
x—2 x—2

S6 substitua o valor em x apds tirar do limite, assim como esta feito nos exemplos
da sec¢do 8.1 e dessa secdo, 8.2.1 e 8.2.2.

8.3 Propriedades

Nas secdes anteriores entendemos o que significa e as condi¢des de existéncia do
limite de uma fun¢do. Ha operacionalmente um detalhe importante, o fato de que uma
funcédo pode ser escrita como a combinacdo (soma, multiplicacdo, etc) de outras fungdes.
Veremos como calcular o limite de uma fungdo para cada uma dessas combinagdes.
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Teorema 8.3.1 Se L, M, xq e k sdo niimeros reais e f e g sdo fungdes, sendo que seus limites
existem e sdo lim f(x) = L e lim g(x) = M, entdo
X—X0 X—X0

Propriedade 1: lim (f(x) + g(x)) = lim f(x) + lim g(x) =L+ M (8.5)
X—Xp X—X0 X=X

Propriedade 2: lim (f(x) — g(x)) = lim f(x) — lim g(x) =L-M (8.6)
X—X0 X—X( X—X0

Propriedade 3: lim (f(x) - g(x)) = lim f(x)- lim g(x) =L-M (8.7)
X—Xo X=X X=X
Propriedade 4: lim (k - f(x)) = k- lim f(x)=k-L (8.8)
X—X0 X—X0
lim f(x)
Propriedade 5: lim 100 = 0" _ Ly
ropriedade 5: lim ,se M #0 (8.9)

©=x g(x)  lim g(x) M

Propriedade 6: Se r e s sdo niimeros inteiros e s # 0, entdo: lim f(x)L£ = lim f(x)g =L,
X=X

X—Xg
desde que L5 € R

8.3.1 Demonstragdo 8.5 - limite da soma:

Vamos mostrar que para todo ¢ > 0, existe um 6 > 0 de modo que

e —xol < 6= [f(x) + g(x) — (L+ M) < ¢ (8.10)

Podemos escrever |f(x) + g(x) — (L + M)| = |(f(x) — L) + (g(x) — M)|. Utilizando a
desilguadade triangular’, obtemos

I(f () = L) + (g(x) = M)| = [f(x) + g(x) = (L + M)| < [f(x) = LI + |g(x) = M]|

Sabemos que lim f(x) = Le lim g(x) = M, entdo podemos tornar os nimeros |f(x) —L|
X=X X—X0
e |g(x) — M| arbitrariamente pequenos escolhendo x suficiente préximo de xp. Tomando

|f(x) — L| e |g(x) — M| menores que % e 61 > 0, assim como O, > 0, temos

|x—x0|<61=>|f(x)—L|<§

e (8.11)

[x —xo| < 62 = |g(x) — M| < 5

Assumindo um 6 menor que 6; e 62, entdo podemos escrever |x —xp| < 6. Sabendo que

lim,_x, f(x) = L e limy_,y, g(x) = M, a desigualdade envolvidas em 8.11 sdo verdadeiras e
podemos escrever

|x—x0|<6:>|f(x)+g(x)—(L+M)|<§+§:e

5A desigualdade triangular para niimeros reais é um teorema que afirma que o médulo da soma de dois
nimeros é sempre menor ou igual a soma dos médulos desses dois ntimeros. Algebricamente, escrevemos:
lu+ 9| < |ul + |9
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Assim, provamos a equagdo 8.10, consequentemente a propriedade 1 do teorema 8.3.1.
E comum enunciarmos esta propriedade como: o limite da soma é a soma dos limites.

Para a demonstrac¢do da propriedade 2 basta escrever f(x) — g(x) como f(x) + (=1)g(x),
e provar com os mesmos passos da propriedade 1, assumindo a propriedade 4.

8.3.2 Demonstracdo 8.7 - limite do produto:

Primeiramente vamos provar que, dado uma fungéo h(x) e que ;}mg h(x) = 0, entdo
—X0
lim f(x)-h(x) = 0.
X—Xo
Sabemos que th? f(x) = L, entdo se definirmos ¢ = 1 e um 6; > 0, segue-se da
—Xp

defini¢do formal:

[x —xol <61 = [f(x) - LI <1 (8.12)

Entdo podemos escrever:

[f()l =f(x)=L+LI<|f(x)=LI+I|L <1+]|L] (8.13)

Assim sendo, se |x — xg| < 61, entdo |f(x) - h(x)| < (1 + |L]) - |h(x)|. Sabendo que o limite
de h(x) existe e é igual a zero quando x tende a xg, entdo para todo ¢ > 0, temos um 6, > 0
que:

|x — xo| < 62 = |h(x) — 0] = |h(x)| < (8.14)

&
1+]L]|

Assumindo um 6 menor que 91 e 0, entdo, sempre que |x — xg| < 6, as desigualdades
8.13 e 8.14 sdo verdadeiras e podemos escrever:

F(x) - h(x) < (1 + L)) 1%ILI

Entdo, para |x — xo| < 6, temos |f(x) - h(x)| < €. Portanto lim f(x) - h(x) = 0.
X=X

Agora, considere a identidade:

f(x0) - 8(x) = LM = f(x)(g(x) — M) + M(f(x) - L) (8.15)

Sabemos que xh_}rg g(x) = M, portanto, se fizermos 3}1_{? (g(x) = M) = 0. Escrevendo
h(x) = g(x)—-M, temosopelo resultado acima que: xh_)rg(lo f (x)-(g(ox)—M) = 0. Sabemos também
que 3}1_{?0 (f(x)—L) = 0, assumindo a propriedade 4, podemos escrever: xh—gclo M(f(x)—-L) = 0.

Dessa forma, através da propriedade 2 e da identidade ??, escrevemos:

lim (f(x) - g(x) — LM) = lim (f(1)(g(x) ~ M) + M(f(x) ~ L)
= lim (f(x)(g() - M) + lim (M(f(x) - L)
=0

A afirmagdo acima é o mesmo que lim f(x) - g(x) = LM. Dessa forma, provamos a
xX—X0

propriedade 3, que é enunciada como: o limite do produto é o produto dos limites.
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8.3.3 Demonstracado 8.8 - limite de uma funcao multiplicada por constante:

Partindo da propriedade 3 mostrada acima e que o limite de uma constante é a
propria constante, isto é, lim k = k, podemos escrever:
X—X0

Yim (k- fx)) = {im K} - {lim f(x)} =k {lim f(x}}
Assim, provamos a propriedade 4 que é comumente enunciada como: o limite do
produto entre uma constante e uma fungio é o produto da constante e do limite da fungdo.

8.3.4 Demonstracdo 8.9 - limite de um quociente:

1
Vamos mostrar que lim —— = —, desde que M # 0. Considere
x—=xo g(x) M

B N 1L |

g0 M @M T Mgl

Lembre-se que o médulo de g(x) — M é igual ao médulo de M — g(x), por isso a
igualdade acima se mantém.

(x) - M| (8.16)

M
Sabemos que lim g(x) = M, entdo escolhendo um ¢ = |2—|, existe um 6; > 0, tal que
X—X0

|x = xol < 61 = [g(x) — M| < IZM

A partir do resultado acima, para todo x, podemos escrever:

M] = M+ g0 - g0 < g1 + M - g0 < lg(@) + 1 8.17)
Portanto,
M- B < 150
2 < s

Invertendo o resultado acima, achamos que

1 < 2
Il IM]
Lembre-se que ao inverter uma inequagédo, inverte-se o sinal. Considerando o resul-

tado da equacao 8.18 e que |x — xp| < 01, podemos reescrever a equagao 8.16 da seguinte
forma

(8.18)

L1 1
glx) M Mlgx)l

Sabemos que lim g(x) = M, entdo, sabemos que para todo ¢ > 0, existe um 6, > 0 tal
X=X

lg(x) — M| < —|g(x) — M|

IMI2
que
IMP?

Ix — xo0| < 62 = |g(x) — M| < Té



148 CAPITULO 8. LIMITE

Assumindo um 6 menor que 01 e 62,entdo ambas desigualdades envolvendo 61 e O,
2

sdo verdadeiras, entdo podemos substituir |g(x) — M| por — ¢e assim temos o seguinte

resultado:
lx — x |<6:>|——l|<i %e
’ s M TIMP 2
1 1
- 5= |— — —
|x —xol < 6= | () M| €
1
O resultado acima nos diz entdo que xh_)r% @ = v Utilizando a propriedade 3, ja
provada, podemos entdo escrever:
lim f(x) = lim f(x)- lim L L 1
X=X X—Xp X—Xp g(x) a M

Dessa forma, provamos a propnedade 5 que é enunciada como: o limite de um quociente
é o quociente dos limites, desde que o denominador nio seja zero.

8.3.5 Demonstracdo da propriedade 6:

Devemos mostrar que, para 7, s € Z, tal que s # 0, teremos que, para todo ¢ > 0,
existe um 6 > 0 que torna verdadeiro

lx —xol <6 = |f(x): —Lf| < e (8.19)
Sabendo que lim f(x) =
xX— X0

. r P oy . .
Considerando Ls — ¢ um ntimero positivo e maior que ¢, e sabendo que a desigualde
. 4 . N L r ~
mostrada acima é equivalente a —¢ < f(x)s — Ls < ¢, entdo:

—& <f(x)g —Li<e
LS —e< f(x)s <L: +¢
(L5 —&)7 < f(x) < (LS +¢)7
(L5 —¢&)F —xp < f(x)—x0 < (L5 + &) —xp
~(x0 = (L¥ = &)7) < f(x) = x0 < (LF + )7 —x9

. r s .
Assumindo um 6 menor que (Ls + €)r — xp, teremos que a desigualdade |x — x| < 6
é verdadeira e, portanto, a relagdo 8.19 é verdadeira, o que nos permite concluir que

xlir? f(x)£ = (}il’? f(x)): = L3, desde que L seja um ntmero real. Assim, provamos a
—X0 —X0
propriedade 6.

As propriedades de limites sdo muito aplicadas quando héd a composigdo de fungdes.
O célculo do limite de fungdes compostas pode ser facilitado quando particionamos os
limites pelas fungdes ali contidas. Ou seja, uma linguagem muito comum utilizada é de
passar o limite para dentro da funcéo. Isto é, se tivermos uma funcao como f(x) = (sen x)*

cosx . o <
ou g(x) = In(x + ﬁ), podemos aplicar o limite em f(x) apenas na func¢do seno e
+ VX
depois elevar o resultado a quarta poténcia, assim como na funcao g(x), podemos aplicar
CoSX

a propriedade da soma de limites, aliado a propriedade do quociente na func¢ao T+ Vo
+ Vx
e apos obter esse resultado, aplicar o logaritmo. Perceba que essas propriedade facilitam

o célculo de algumas fungdes.
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Exemplo 8.3.1

Calcule o %m?} 22 - 1).

Solucao Observe que a fun¢do é um produto de uma fungdo quadréatica e de uma
fungdo afim. Utilizando a propriedade 2 e 3, podemos escrever

lim 22 - t) = lim # - lim2 — ¢ (8.20)
t—3 t—3 t—3
=1lim # - (lim 2 - lim ¢ (8.21)
t—3 t—3 t—3
=32.2-3)=-9 (8.22)

Exemplo 8.3.2

Calcule lim f(x)e lir% ¢(x), sendo que f(x) = (sen x)* e g(x) = In(x + N
x—>% x— +

Solug¢édo Vamos calcular o limite das fun¢des acima, da mesma forma como esta descrito
na teoria acima. Portanto, para f(x)

lim (sen x)* = (lim (sen x))* (8.23)
=7 x—7
— (sen §)4 (8.24)
=1*=1 (8.25)
Para g(x)
oS X oS X
lim In(x + = In(lim (x + 8.26
x—0 ( 1+ \/§) (x—>0( 1+ \/i) ( )
. . cos X

= ln(}gré X+ }611)% - \/E) (8.27)

lir% oS X
= In(lim x + —— 8.28
(i lim 1+lim vx (5:28)

x—0 x—0

1
=In(0+ )=In1=0 (8.29)
1+ 0

Exemplo 8.3.3

. 2”3
Calcule o lim .
y—-3 7]/2 + 2]/ +3

Solucao
Observe que a fun¢do é uma poténcia do quociente de duas fun¢des polindmais,
portanto, podemos utilizar as propriedades 1, 2, 4, 5 e 6 do teorema 8.3.1.
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_ 2y -3 ' 2y -3
lim —— = Iim ———
y—-3 7y +2y +3 y—-3 7y +2y+3

lim 2y* -3
y—-3

\ lim 7y*+2y+3
y—-3

2 lim y* - lim 3
y—-3 y—-3

7- im 1> +2- lim y+ lim 3

e

y—-3 y—-— y—-3
_\/ 18-3
" N7-9+42-(-3)+3
_ B _1
V60 2

8.4 Teorema do Confronto

Um resultado muito ttil para calcular o limite de uma funcéo é o teorema do confronto.
Também chamado de teorema do sanduiche, ele afirma que se, em um determinado in-
tervalo aberto, tivermos trés fungdes, f(x), g(x) e h(x), em que a fungdo g(x) é limitada
superiormente pela funcdo f(x) e limitada inferiormente pela funcédo h(x), podemos ava-
liar o comportamento da fun¢do g baseado no comportamento das fungdes limitadoras.
Se em um determinado ponto x = xp, o limite das fung¢des limitadores forem iguais,
conclui-se que o limite da fungdo g(x) é igual.

Teorema 8.4.1 (Teorema do Confronto (ou sanduiche)) Considere trés fungoes f, g e
h e que existe um r > 0, tal que

h) < g(@) < f(x)

para um intervalo aberto 0 < |x — xo| < r. Cumprindo essas condigdes e se tivermos:

lim f(x) =L = lim h(x)
X—X0 X—X0
entdo conclui-se que

lim g(x) = L.
X—X0
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W /ix)
Y]
Whx)
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A

Figura 8.4.1: Grafico das fungdes f, g e h em um intervalo aberto contendo xg.

Demonstracao: Considerando que lim f(x) = L = lim h(x) e para um ¢ > 0 existem
X—Xg X—Xg

01 > 0 e 62 > 0 de modo que conforme a defini¢do formal nos afirma, temos:

Se |x —xg| < 61, entdo |f(x) —L|<e¢
e
Se |x — xp| < 67, entdo |h(x) - L| < ¢.

Assumindo um 6 menor que 0; e 62, entdo podemos escrever 0 < |x —xg| < 6. Visto
esse resultado, temos:

—& < f(x)-L < ¢
e
—e < h(x)-L < ¢

Dessa forma, chegamos na seguinte conclusdo: L —¢ < f(x) eh(x) < L+ ¢e. Como
temos a condicdo h(x) < g(x) < f(x)elx—xg < 6, entdioL—¢ < g(x) < L+e¢,
equivalente a |[h(x) — L| < . Assim, provamos o teorema do confronto.

Exemplo 8.4.1

1
Calcule o lim x2 - sen o

x—0
Solucao Observe que ndo é um limite trivial ou imediato de se calcular. Lembre que
-1 < sent <1, para qualquer t. Portanto, para x # 0, podemos multiplicar a inequagdo

por x* e temos o seguinte resultado:

1
1> <x?-sen-<1-x
x

1
—x* < x*-sen o < x? (8.30)

Vemos, pela inequacao 8.30, que a fungdo em questao é limitada inferiormente por —x?

e superiormente por x?>. Vamos calcular o limite das fungdes limitantes e caso coincidam,

aplicamos o teorema 8.4.1 e temos o resultado do lim x*

1
- SN —.
x—0 X
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lim —x*> =0
X—X

lim x> =0

X—X0

De acordo com os calculos acima e de acordo com o teorema do confronto, concluimos:

1
lim —x*> = lim %*> =0 = lim x?-sin - = 0.

X—Xo X—Xo x—0 X
Exemplo 8.4.2

Calcule o limite da fungado g(x), quando x tende a 2, sabendo as seguintes fung¢oes

f(x) = —4(x-2)*+3

X3 —6x2 + 15x — 14
x—2

h(x) = 4(x —2)* + 3

glx) =

Solucao As fungdes f(x) e g(x) sdo parabolas que possuem vértice em (2,3). A fungdo
g(x) ndo é definida para x = 2, e simplificando a fun¢do, podemos escrevé-la como

B (x=2)(x? —4x+7)
B x—2

g(x)

em que é possivel identificar que o grafico de g(x) é uma parabola com vértice no ponto
(2,3), porém, x = 2 ndo pertence ao dominio de g. Dessa forma, analisando as trés fungdes
em questdo, vemos que se relacionam da seguinte maneira f(x) < g(x) < h(x) para todo
x € R, em que se pode conferir através da figura 8.4.2.

y‘h

Figura 8.4.2: Grafico das fungdes f, g e h em um intervalo aberto contendo x = 2.

Calculando os limites das fungdes f e h, para x — 2, temos:

lim f(x) = lim —4(x - 22 +3=-42-22+3=3
X— X—
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limh(x) = im 4(x -2 +3 =42 -2)>+3=3
x—2 x—2
Verificamos que lirr21 flx) = lirr% h(x). Aplicando o teorema 8.4.1, concluimos:
x— x—

1irr21 fx) = lirré h(x) =3 = lirré gx)=3

8.5 Continuidade

8.5.1 Continuidade de fun¢des

Essa segdo é dedicada a uma propriedade que algumas fung¢des possuem, que nos
possibilitard compreender quando e porqué alguns limites podem ser calculados a partir
do valor da fung¢do no ponto.

Sabemos que o limite de uma fungdo f(x) com x tendendo a um ntmero arbitrario
xo em alguns casos pode ser encontrado calculando o valor da fun¢do em xp, como por
exemplo em polindmios. Se a fungdo possui tal propriedade, entdo a fungdo é continua
em Xxo.

Definig¢ao 8.5.1 Uma fungio f é continua em um ponto xg se

lim f(x) = f(xo)

X—X0
Estabele-se trés condigdes para a continuidade de f em x:
1. f(xo) estd definida, ou seja xo € Dy
2. lim f(x)3

X—X0

3. lim f(x) = f(xo)

X—X0

O conceito de continuidade de fung¢des é o mesmo do significado literal da palavra, é
algo ininterrupto, processo continuo e gradual que ndo muda abruptamente. De acordo
com a defini¢do acima, f é continua em xp se f(x) tender para f(xp) quando x tender para
xo. Segue da definigdo uma importante propriedade das fungdes continuas, uma pequena
variagdo em x gera uma pequena variagdo em f(x). De fato, a variacdo do valor de f(x)
pode ser tdo pequena quanto desejarmos, basta controlarmos a variagdo da incégnita x
para que seja suficientemente pequena, ou seja, quer dizer que existem dois nimeros
€ >0, 6 > 0 tal que a variacdo do f é menor do que ¢ sempre que pudermos controlar a
variagdo de x para ser menor que 6

If(x) — f(xo)l < € © |x —xg| < &.

Semelhante ao que vimos na definicdo formal de limite. Perceba que o intuito do
enunciado da definicao formal e do citado acima sdo distintos, um define o limite de uma
funcdo e o outro mostra um propriedade de fun¢des continuas.

Se a funcdo estd definida num intervalo aberto que contém xp, mas nado estd definida
em xg dizemos que hd uma descontinuidade em xp ou que a fungao é descontinua em xo,
isto é, a funcdo ndo atende uma das trés condigdes impostas para continuidade.
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L ]

& » X \/ » X
-— o 1 2 3 4 5

(a) Fungédo continua em x. (b) Fungéo arbitréria descontinua.

Figura 8.5.1

Podemos pensar em uma fung¢do continua como sendo aquela cujo grafico pode ser
esbogado de forma que a caneta nunca desencosta do papel enquanto o desenhamos, o
grafico ndo se quebra, é continuo.

Dessa forma, notamos que a fungdo é continua em todo intervalo na figura 8.5.1a e
que, na figura 8.5.1b, a fungdo é descontinua nos pontos x = 0, x = 2, x = 4, pois

° }Cir% f(x) 3, pois lir(r)l+ flx) = lir{)g f(x), mas f(0) d
. lirr% f(x) # f(2), visto que f(2) d

° lirri f(x) 3, pois lir? flx) = lir? f(x), mas note que, embora x = 4 pertenga ao
x— x—4- x—4+
dominio de f(x), linl f(x) # f(4)
x—

Observe que o ponto x = 2 e x = 0 ndo estdo definidos na fun¢do e que x = 2 é uma
das extremidades de um intervalo aberto em que a funcéo estd definida. Ambos pontos
possuem limite mesmo sendo pontos descontinuos, perceba que continuidade ndo é uma
condigdo para o limite existir, mas sim uma consequéncia.

8.5.2 Tipos de descontinuidades

Uma fungdo que possui um ponto ou um intervalo descontinuo é aquela fungao
em que, ao se esbogar o grafico, temos que desencostar a caneta do papel uma, ou
diversas vezes, para desenhd-lo. Podemos classificar as descontinuidades como infinitas,
removiveis e em saltos.

Quando a fung¢do assume valores extremamente grandes, ndo podemos controlar
pequenas variagdes do valor de f(x) nesses pontos aplicando pequenas variagdes em x,
portanto ndo existe limite da funcéo ali e ela é, portanto, descontinua por ndo obedecer
a 2% condigdo para continuidade. Se uma fung¢do toma valores cada vez maiores em
um curto intervalo, dizemos que a funcdo explode e dizemos que a funcdo possui uma
descontinuidade infinita.

Ha casos onde a descontinuidade pode ser removida redefinindo a fungédo, por exem-
plo, a funcdo
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é descontinua em x = 2 pois
lim f(x) = lim f(x) =lim f(x) =4 # f(2)
x—2~ x—27F x—2

essa descontinuidade pode ser removida se redefinirmos a fun¢do em x = 2

portanto é denominada descontinuidade removivel.

No ultimo caso o valor da func¢do “salta”de um ponto para outro, por causa desses
saltos denominamos esse tipo de descontinuidade como sendo descontinuidade em

saltos.
k \x. / Ya
ER AT
» X o ’/ » X

Figura 8.5.2: Descontinuidade infinita, descontinuidade removivel e descontinuidade em saltos.

et

Observe que o primeiro grafico da figura 8.5.2 é um exemplo de descontinuidade
infinita. Note que préximo ao ponto zero, a fun¢do a esquerda explode no sentido
negativo e a direita explode no sentido positivo, ou seja, a fun¢do decresce ou cresce
indefinidamente. No segundo gréfico da figura 8.5.2, é possivel ver uma descontinuidade
removivel, em que é possivel observar que ha um ponto da funcdo que ndo segue o padrdo
dos pontos anteriores e posteriores, porém, distintamente da anélise do primeiro grafico,
podemos ver que a fun¢do ndo explode ou se secciona, o desenho da funcéo é sequencial,
a ndo ser pelo ponto de descontinuidade. Entdo a descontinuidade removivel é aquele
ponto em que, os limites laterais sdo iguais, mas o limite ndo é o valor da fun¢do no
ponto, e ao redefinir a fun¢do, podemos tornéd-la continua. A descontinuidade em saltos
estd representada no terceiro grafico da figura 8.5.2, em que podemos notar seguimentos
de retas, em que ao final de cada um, a fun¢do toma um valor com outra caracteristica
do que a tragada pelo seguimento de reta anterior, ou seja, em que os limites laterais sdo
distintos.

8.5.3 Funcgoes continuas em intervalos

Uma fungdo é continua num ponto, se as 3 condi¢des impostas na defini¢ao 8.5.1
forem satisfeitas. Uma delas é que o limite da fungado tendendo a um ponto exista e que
seja igual ao valor da fungdo naquele ponto, para que esse limite exista os limites laterais
devem ser iguais, como vimos na se¢do 8.2.
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Definic¢do 8.5.2 Uma fungio é continua a direita em um ponto xg se
lim f(x) = f(xo)
X—>X0
e é continua a esquerda no ponto xg se

lim f(x) = f(xo)

x—)xo

Em alguns casos a continuidade pode ocorrer a direita ou a esquerda de xp, portanto
a fungdo pode ser continua se nos aproximarmos do ponto pela direita, mas descontinua
quando nos aproximarmos pela esquerda, como é o caso do ponto x = 2 da figura 8.5.1b.
Normalmente fun¢des sdo continuas em um intervalo definido, portanto é continua em
cada ponto do intervalo fechado®. Caso f seja continua em apenas uma extremidade do
intervalo’, dizemos que ela é continua a esquerda ou a direita desse intervalo I.

Definicdo 8.5.3 Uma fungio é continua num intervalo fechado I = [a, b] se for continua
em todos os pontos desse intervalo.

A continuidade de uma funcdo pode ser verificada sem a necessidade de usar as
condig¢des impostas na secdo 8.5.1, podemos verificar a continuidade de fun¢des compli-
cadas “desmontando-as”em fungdes continuas que sdo mais simples.

Teorema 8.5.1 Se f e g sdo fungdes continuas em um intervalo I e k,n € IR sdo constantes
quaiquer, entdo

1. f+g
2. fg

3. ]Z;’ Vg(x)#0, xel

4. kfr

também sdo continuas em 1.

O Teorema 8.5.1 proporciona o estudo de continuidade de fun¢des mais complexas.
DEMONSTRACAO: Sejam u(x) e v(x) fungdes continuas num intervalo fechado I =
[a,b], e c €  um ponto interior de I, entdo os limites

}CILI} u(x) = u(c) }g}rz v(x) = v(c)

existem.

®Intervalo fechado real é um conjunto de ntimeros reais contendo todos os ntimeros limitados por dois
extremos, os quais pertencem a esse conjunto.

7Os pontos extremos de um intervalo sdo o que chamamos de bordo do intervalo, representamos o bordo
por dl = {a, b}.
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Definimos uma outra fungdo g(x) = [u + v](x) e estamos interessados em estudar a
continuidade de g em ¢, para isso lim g(x) deve existir e ser igual a g(c):
X—C

lim g(x) = lim [u + v] (x) = lim [u(x) + v(x)]
= }CILI’CI u(x) + }}chl v(x) = u(c) + v(c)

=[u+v](c) = g(c)

acabamos de verificar a propriedade 1 do Teorema 8.5.1, 0 mesmo pode ser feito para
verificagdo das outras propriedades (basta assumir que a fungao seja continua num ponto
para verificagdo).

Exemplo 8.5.1
Verifique se f(x) = In (cos(xz)) é continua em x = V27.
Solug¢do Devemos verificar se

im0 = £ V2m)

utilizando as propriedades do limite para fun¢des compostas

i s () = () o 2]

x— V21 x— V21 x— V21
=In (COS ( \/2_712)) = In(cos (2m))
=In(1)=0

como f(V2n) = 0 e verificamos que lil’\?_ f(x) = 0, a fungdo é continua nesse ponto e
x— V271

acabamos de verificar outro Teorema:

Teorema 8.5.2 Sejam f e g fungdes continuas em um intervalo I = [a, b], entdo a composta

(fog) ) =f(gk)

também é continua em todos pontos onde f e g sdo continuas.

Observagao: Quando ha a composicdo de duas fungdes continuas, como no exemplo
8.5.1, podemos calcular o limite da fungdo composta passando o limite para a fun¢do de
dentro, como mostra o referido exemplo. Essa propriedade se deve as fung¢des serem
continuas e a fun¢do de fora, logaritmo, ser “independente” do limite, visto que s6 a
fungdo de dentro, cosseno, depende diretamente de x. Note que esta propriedade é
distinta da apresentada na segdo 8.3, 14 se trata de fungdes cujo limites existem, e aqui de
propriedade de fung¢des continuas aplicadas no limite.

Existem certas classes de fung¢des que sdo continuas em todos ntiimeros onde sdo
definidas, isto é, em todo seu dominio.
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Teorema 8.5.3 Qualquer fungdo polinomial é continua em todo seu dominio, ou seja, em

todo conjunto real R. Se f e g sdo polindmios, entdo a fungdo racional e é continua em todo

ponto onde é definida, isto é, onde g # 0.

Como mencionado anteriormente, qualquer fungdo cujo grafico seja ininterrupto é

continua em todos pontos do seu dominio

Teorema 8.5.4 As fungoes sio continuas para todos pontos em seus dominios:

1. fungées polinomiais

2. fungoes racionais

3. fungdes trigonométricas
4. fungdes exponenciais
5. fungoes logaritmicas
6. funcodes hiperbélicas

7. fungdes trigonométricas inversas

8. fungdes hiperbdlicas inversas

Figura 8.5.3: Fungdes continuas do Teorema 8.5.4 da esquerda para a direita: fungdo polinomial,
fung¢do exponencial, fungdo trigonométrica (cosseno) e funcdo hiperbélica (seno hiperbdlico).

O Teorema 8.5.4 pode ser verificado geometricamente. Todas fung¢des possuem
graficos ininterruptos que podem ser esbocados sem a necessidade de desencostar a

caneta do papel. Da mesma forma, a continuidade em fungdes inversas pode ser ve-
rificada pois, geometricamente, o gréfico dessas fungdes é obtido espelhando a funcao
diagonalmente (espelhamento em torno da reta y = x) no plano, portanto, se uma funcao
ndo possui saltos em um dominio, sua inversa também ndo possuira.

80 dominio de uma fungdo pode ser um intervalo fechado, semiaberto, aberto ou infinito.
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Figura 8.5.4: Fungdes inversas do Teorema 8.5.4. Da esquerda para a direita: fun¢do logaritmica
(inversa da exponencial), funcao trigonométrica inversa (arco cosseno), fungao hiperbdlica inversa
(arco-seno hiperbdlico).

Outra consequéncia importante da continuidade é o Teorema do valor intermedidrio:

Teorema 8.5.5 (Valor Intermedidrio) Seja f(x) uma fungdo continua, definida num in-
tervalo fechado I = [a,b] e c um ponto interior ao intervalo c € 1. Se os valores extremos
dessa fungdo no intervalo sio f(a) e f(b), (f(a) < f(x) < f(b), Vx € I), entdo existe algum
ponto c interior ao intervalo I de forma que a fungio assume um valor intermedidrio f = f(c).

f(e)f

fb) -

f(a)

Figura 8.5.5: Teorema do valor intermedidrio

Esse teorema é consequéncia da continuidade que garante que nao haverado quebras,
singularidades ou saltos em nenhum ponto interior a I que garante a existéncia desse ¢
arbitrério. Portanto, o teorema nos diz que se uma funcao é continua em um determinado
intervaloa < x < b tal que a func¢do assuma os valores f(a) < f(x) < f(b), entdo se tivermos
uma valor de x = ¢, tal que c é um valor entre 4 e b, entdo garantimos que f(c) existe e é
um valor intermedidrio entre f(a) e f(b).
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Exemplo 8.5.2

Verifique se a fungdo
f(x) = x* — 24x3 + 176x> — 384x

é continua no intervalo
I=11,5]

e mostre que a fung¢do possui pelo menos uma raiz nesse intervalo.

Solucado A funcéo f(x) é uma fungdo chamada de produtério, um exemplo bem comum
de um produtdério é o fatorial:

nl = Hi:1.2.3.4---(n—2)(n—1)n
i=1
=nn-1)n-2)(n-3)---(1+n-n)

Para f(x) temos o seguinte caso:

3
fx) = H (4n—x) = —x(4 - )8 - 1)(12 - x) = —x (12— x) (x® - 12x + 32)
i=1
= —x (—x3 +24x% — 176x + 384) = % — 243 + 176x% — 384x

Essa funcdo é um polindmio de grau 4 (gr f(x) = 4). Se é um polindbmio, é continuo em
todo conjunto real, o conjunto I esta inteiramente contido na reta real, portanto, é um
subconjunto de IR, entdo a fungdo é continua para todo x € I.
Calculando os valores da fun¢do na extremidade do intervalo, temos f(1) = —231 e
f(5) = 105, portanto
—-231 < f(x) <105, Vxel

Pelo teorema do valor intermedidrio, existe um ntmero ¢, que é ponto interior ao intervalo
I, onde f(c) = 0, ou seja, ¢ é uma raiz.

S6 podemos afirmar isso, pois os extremos da fun¢do sdo um niimero negativo e
um nuimero positivo, entdo, por se tratar de uma fung¢do continua ela obrigatoriamente
cruzard a reta y = 0 a0 menos uma vez nesse intervalo. A partir dessa investigagdo com
auxilio do Teorema 8.5.5 podemos concluir que hd pelo menos uma raiz do polinémio
nesse intervalo.

O resultado obtido no exemplo anterior com uso do Teorema do valor intermedidrio
nos permitiu encontrar a localizagdo de uma ou mais raizes’ reais do polindmio.

8.5.4 Grandezas continuas na Fisica

A maioria das grandezas fisicas, como a exemplo, posi¢do, velocidade, potencial
gravitacional, potencial elétrico e muitas outras grandezas fisicas sdo continuas, dai vem
a importancia do estudo de fungdes que possuem essa propriedade. Algumas grandezas
fisicas podem ndo ser continuas, como a corrente elétrica em determinados circuitos
elétricos.

9De fato ao observar o polindmio fatorado, nota-se que quando x = 4, 4(4—4)(8 —4)(12-4) = 4(0)(4)(8) = 0.
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Figura 8.5.6: Corrente elétrica em um circuito qualquer pode ser continua ou descontinua como o
grafico da Imagem.

Exemplo 8.5.3

O movimento de uma particula puntiforme com aceleracdo constante é descrito pela
funcao

1
x(t) = vot + Eatz

. .. - , - . m m
A velocidade inicial e a aceleragdo da particula sdo, respectivamente v =2 —a =1, 5—2,
s S
portanto

—_ 3 2
x(t)=2t+

mostre que x(f) é continua em ¢ € (0, o).

Solugéo

Verificamos que a fungdo posicdo é dada por um polindmio, entdo pelo Teorema 8.5.4,
temos que todo polindmio é continuo. Observando o grafico de x(t) percebemos que ndo
ha ”quebras”, porém restringimos o dominio para D = (0, o), portanto x(t) é continua
para todo t € R**.

Y.

Figura 8.5.7: Um polindmio é continuo para todo elemento pertencente ao conjunto dos ndmeros
reais.

Exemplo 8.5.4

Um oscilador harmoénico amortecido é um sistema fisico que consiste em uma mola
com constante eldstica K, em Newtons por quilograma, conectada a um bloco com massa
m, em quilogramas, em uma extremidade e a um ponto fixo na outra extremidade.
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< =,

Figura 8.5.8: Oscilador harménico - massa mola

Chamamos de ponto de equilibrio o ponto xp, onde

-

F=0

e consequentemente

S|

a =0

ou seja, o ponto onde forca resultante e a aceleragdo imprimida ao bloco sdo nulas'®
O movimento do bloco pode ser descrito pela fun¢do

x(t)=A e 2Pt cos wot

onde A, wp e f sdo constantes, chamadas respectivamente: amplitude de oscilagéo,
frequéncia natural de oscilagdo e coeficiente de amortecimento. A amplitude de oscilacao
depende da posicao e da velocidade inicial do bloco'!, a frequéncia de oscilagao depende
do material da mola e da massa do bloco e o coeficiente de amortecimento depende do
coeficiente de atrito do bloco e da base do sistema, visto que o atrito dissipa a aceleracdo
provocada no bloco pela mola. O gréfico do oscilador harmonico é

y

.

. g
OConforme a segunda Lei de Newton F = mad.
UEssas informagdes sobre o problema sdo chamadas de condigdes inicias.
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Mostre que x(t) é continua em todo seu dominio D = (0, o).

Solucao
Veja que x(t) é o produto de duas fungdes continuas, uma exponencial e uma cosse-
noide.
x(t) =A-u(t) o)

{u(t) = 2t

o(t) = cos wot

De acordo com o Teorema 8.5.4 tanto u(t) como v(t) sdo fungdes continuas, além disso,
pelo Teorema 8.5.1 concluimos que x(t) é continua, pois trata-se do produto da constante
A € R por duas fungdes continuas u e v, portanto, 0 movimento descrito por um oscilador
harmonico amortecido é continuo.

8.6 Limites Envolvendo Infinito e Assintotas

Vimos o conceito de limite, as condi¢des de existéncia, propriedades e singularida-
des do comportamento de uma fungdo, ou seja, o limite de uma fungdo préximo a um
determinado ponto. E se quisermos analisar o comportamento de uma fungdo quando
x cresce ou decresce indefinidamente? Trazemos agora o conceito de infinito. Note que
infinito é um conceito e ndo um nimero, é um erro compreender infinito como um
namero.

Vimos na segdo anterior a descontinuidade infinita, agora poderemos entender com-
pletamente essa andlise.

Asideias sobre infinito remetem a antiguidade. No entanto, com o advento do célculo,
surgiu a necessidade de formalizar o conceito de infinito e aqui utilizaremos o infinito
como mais uma abstracdo matemdtica que possui uma extensa utilizacdo em conceito
fisicos.

Sabemos da indetermina¢do matemdtica da divisdo por zero. Porém, usando conceitos
de limite, podemos estudar como uma fungdo (em que o zero ndo pertence ao seu dominio)
se comporta quando nos aproximamos do zero o quanto quisermos.

. 200 . .
Tome como exemplo a fung¢do f(x) = —, note que o zero ndo pertence ao dominio
x

) 200 . . " .
de f(x), ou seja, f(0) = o é uma indeterminagdo matematica, ndo existe esse resultado.

Nesse caso entdo, queremos analisar como a fungdo f(x) se comporta quando aproxi-
mamos x para zero (nunca igual a zero) o quanto queiramos. Veja os valores obtidos na
tabela 8.6.1.

200
x —
X
1 200
0,1 2000
0,001 20000
0,0001 | 200000
0,00001 | 2000000
107" | 2-10"*2

Tabela 8.6.1: Aqui foi tomado o limite lateral pela direita (por valores maiores que zero). O
resultado é andlogo se tomarmos o limite lateral pela esquerda (valores menores que zero), mas
nesse caso f(x) terd o o sinal negativo.
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Perceba que a medida que x se aproxima de zero, 20 cresce arbitrariamente seguindo

um padrao de x = 107" implica em f(x) = 2-10"*2, para n € R. Nesse caso representamos
esse comportamento por:

lim 200 _ 0o (8.31)
x—0t X

lim 200 = —00 (8.32)
x—0" X

Ou para f(x) qualquer:

lim f(x) = oo (8.33)
X=Xy

lim f(x) = —o0 (8.34)

oy~
xxo

O que a equacgdo 8.33 e 8.34 nos afirmam é que, quando aproximamos x de um
nimero xp, vemos que o valor da fungdo cresce ou decresce de maneira arbitraria, ou
seja, f(x) se torna arbitrariamente positivo ou arbitrariamente negativo. Note que, esse
comportamento, caracteriza x = xo um ponto de descontinuidade infinita.

Observacgao: Temos trés observagdes muito importantes a se fazer:

1. o0 ndo é um nuimero, infinito é um conceito;

2. Quando um limite é igual a +o0 ou -0, este limite ndo existe. Esta conclusdo dve ser
imediata, dado que o limite ndo se aproxima de um niimero. Quando o resultado de
um limite é co ou —o0, isto nos indica o comportamento da fun¢do ao se aproximar
de um ponto.

. a . , ..
3. Note que lim - = oo, ¥V 4 € R, ou seja, um ntiimero qualquer real divido por um
xX—=xp X

ntmero é arbitrariamente pequeno, tende a infinito.

Definicdo 8.6.1 Seja f uma fungdo definida em um intervalo aberto contendo xy, execeto,
possivelmente, em x = xq. Entdo

Jim f(x) = oo

se os valores de f(x) se tornarem cada vez maiores quando x vai se tornando cada vez mais
proximo de xo.

De maneira anédloga a defini¢do 8.6, podemos definir para

e lim f(x) = —oo, se os valores de f(x) se tornarem cada vez menores quando x vai se
xX—X0

tornando cada vez mais préximo de xo;

e lim f(x) = +oo, se os valores de f(x) se tornarem cada vez maiores ou menores
X—Xx,
0

quando x vai se tornando cada vez mais préximo de xq pela esquerda;
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Y&

Sx)

»X

(a) Caso em que lim f(x) = oo
x—at

¥4

fx)

—
e
=
&

Sx)

/

..-'/ ~

(b) Caso em que lim f(x) = oo
xX—a

\

(c) Caso em que lim f(x) = +o0 e lim f(x) = —o0
x—at x—a~

Figura 8.6.1: Diferentes assintotas verticais
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e lim f(x) = +oo, se os valores de f(x) se tornarem cada vez maiores ou menores

+
x—>x0

quando x vai se tornando cada vez mais préximo de x( pela direita;

8.6.1 Assintotas verticais

Os casos estudados aqui sdo chamados de assintotas verticais. Para a equagao 8.33

e 8.34, dizemos que a reta vertical x = xq é assintota vertical da func¢do f(x). As figuras a
seguir mostram graficamente a representacdo de assintotas verticais.
Nesses casos apresentados a assintota é a reta vertical é x = 2, mas, por exemplo, para

o caso da fungdo f(x) = —— a reta vertical em que a curva é assintética é x = 0, ou seja,
X

o eixo y. A fungdo nunca ird tocar a reta vertical, mas fica arbitrariamente préxima a ela,
este é o conceito de assintota vertical.

1. lim f(x) = oo;
X—a-

2. lim f(x) = —o0
X—a~

3. lim f(x) =0
x—at

4. lim f(x) = —oo
x—at

Definicdo 8.6.2 A reta x = a, é chamada uma assintota vertical da curva y = f(x) se
qualquer um dos casos listados a seguir ocorrer
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o . - sen(x
Outros casos muito interessantes sdo as fungdes f(x) = tan(x) = . ()

05(0)’ figura 8.6.2,

pois esta fun¢do possui infinitas assintotas verticais, e a fungdo f(x) = In(x), que possui
uma assintota vertical.

Y4 |
| |
| I |
| I |
| I I
| 1 I
I ) I
I 1 I
I I I
I I |
I ) I
I I I
I ] |
I I |
| I |
I I 1
| ] I
I 1!( I
! = 3n
| 2 -
; ! - P X

- 1 I

z i i

I I I

I [} |

I I I

I I I

I 1 I

I ] I

| ] I

I I |

| I |

I I 1

I ] I

I I I

| [} |

Figura 8.6.2: Funcdo f(x) = tan(x), que mostram algumas assintotas verticais
3n i 3n i
X=——7—,X=—07,X=—ex=—
2 2 2 2
y‘ -

Figura 8.6.3: Fungdo f(x) = In(x), que possui a reta vertical x = 0 como assintota vertical, logo
hl’l‘(} ln(x) = —00.
X—

Exemplo 8.6.1

2
x+x-1 . . <
Dada a fungdo f(x) = ————, encontre a reta vertical que é assintota dessa fung¢do
X

e analise o comportamento da fungdo (c0, —co ou ambos).
Solugéo

Primeiro temos que encontrar candidatos que fagam o denominador de f(x) ser igual
a zero. Isto ¢,

2-x=0x=2
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Entdo, x = 2 é a reta candidata a assintota vertical de f(x). Agora faremos a andlise
dos limites laterais:

. xXPt+x-1
1. lim ————
x—2" 2—-x
Quando x se aproxima de 2 pela esquerda, o numerador toma valores positivos e o
denominador também, dessa forma temos a razdo entre dois valores positivos, logo

2+x-1

lim 2= = +o0. Pois

x—2~

limx*+x-1=5e lim2-x=0

x—2- x—2"
Observe que o denominador tende a zero por valores positivos.

X2 +x-1
2. lim ——
x—2+ 2—x
Quando x se aproxima de 2 pela direita, o numerador toma valores positivos e
o0 denominador valores negativos, assim temos a razdo entre um valor positivo e
2
xc+x=1 _

outro negativo, logo xli)rg 52— = -00. Pois, por valores negativos

limx*+x-1=5e lim2-x=0
x—2+ x—2+

Observe que o denominador tende a zero por valores negativos.

y;;

(10 PR G e S S ey

P X

1

Figura 8.6.4: Esbogo da curva f(x) = % e sua assintota vertical x = 2.

Exemplo 8.6.2

Considere a fungdo f(x) =
plo 8.6.1.

x—2 . .
———— e faga 0 mesmo procedimento pedido no exem-
x2—x-2
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Solucao
Os candidatos a assintotas verticais sdo os que satisfazem

¥2—x-2=0x=-loux=2

x—-2 x—2 _
2—x-2 (x+Dx-2)

Dessa forma podemos fazer a seguinte fatoragdo: f(x) =

PR Agora fazendo a andlise para cada candidato:

1. Parax =2

1 1
li =1i ==
xligf(x) xlil} x+1 3

Portanto x = 2 ndo é assintota vertical, pois nado sastifaz a defini¢do 8.6.1.

2. Parax = -1

e lim f(x)= lim = —o0. Porque o numerador tende a 1 e o denominador
x—-1" x—-1-x+1

tende a 0 por valores negativos.

e lim f(x)= lim
x—-1* x—-1t" X +
tende a 0 por valores positivos.

= +00. Porque o numerador tende a 1 e o denominador

Portanto x = —1 é assintota vertical.

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
!
1)
:
I
I
I
I
I
I
I
I

Figura 8.6.5: Esbogo da curva —L e sua assintota vertical x = —1.
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8.6.2 Assintotas horizontais

No estudo de assintotas horizontais, queremos saber como uma fung¢ao se comporta
quando escolhemos valores no dominio arbitrariamente grandes ou arbitrariamente pe-
quenos. Assintotas horizontais aparecem com frequéncia em leis da fisica. Por exem-
plo, o campo elétrico E gerado por uma particula de carga Q é dado, em mdédulo, por

1 19|

|E| = Te. 2 emquer ¢ a distancia da particula até o ponto em que se quer calcular a
TEQ 1

intensidade do campo. O que acontece se aumentarmos indefinidamente a distancia r?

. . . ~ 1
Para formalizar esses conceitos, considere a fungdo f(x) = 7 A tabela 8.6.2 mostra o

comportamento de f(x), quando tomamos valores de x cada vez maiores.

X 1

X
10 0,1
100 0,01
1000 0,001

10000 | 0,0001
100000 | 0,00001
1000000 | 0,00001

1
Tabela 8.6.2: Tabela mostrando o comportamento de f(x) = 7 quando x toma valores cada vez

maiores.

Para representar esse comportamento utilizamos a seguinte notagao:

lim - =0 (8.35)

x—o00 X

Ou de forma geral, quando o limite existe:

lim f(x) = L (8.36)
lim f() =M (8.37)

A equacdo 8.36 nos diz que a medida que x cresce, a fungdo f(x) assume valores cada
vez mais proximos de L. Dessa forma, chamamos a reta horizontal y = L de assintota
horizontal de f(x). O raciocinio é andlogo para a equagdo 8.37, mas nesse caso x toma
valores indefinidamente pequenos. Veja a figura 8.6.6.
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f(x)

—

Figura 8.6.6: Fungdo f(x) qualquer que possui como assintotas as retas horizontais y = L, ou seja,

lim
X—00

fx)=L,ey =M, entdo, Xlirp f(x) =M).

1
Na equagdo 8.35 areta y = 0 é assintota horizontal da funcgéo f(x) = ot De forma geral

1
a reta y = 0 é assintota horizontal para func¢des do tipo f(x) = 7 P> 0. A curva fica

infinitamente préxima da reta horizontal, mas nunca coincide com ela.

Observacao: Temos quatro observagdes importantes a se fazer:

00 . 00 . o "
1. — ndo éigual a1, — é uma indefinicdo matematica;
0 0

2. 00 - 0o ndo é zero, oo - 00 é uma indefinicdo matematica;

3. 00 -0ndo é0, oo -0 ¢é uma indefinigdo matematica;

4. Note que lim 22 0, YV a € R, ou seja, um niimero qualquer real divido por um
X

—+00 X
nuimero é arbitrariamente grande, tende a zero.

Lembre-se que oo ndo é um ntmero, entdo ndo faz sentido as opera¢des mostradas

nas observagdes acima.

Definicdo 8.6.3 Seja f uma funcdo definida em um intervalo aberto. Entio
lim f(x) =L
X—00

Significa que os valores de f(x) tornam-se arbitrariamente préximos de L a medida que x se
torna arbitrariamente grande.

De maneira andloga a definigdo 8.6.2, podemos definir

e lim f(x) = L, significa que os valores de f(x) tornam-se arbitrariamente préximos
X——00

de L a medida que x se torna arbitrariamente pequeno.



8.6. LIMITES ENVOLVENDO INFINITO E ASSINTOTAS 171

Definicdo 8.6.4 A reta y = L, é chamada uma assintota horizontal da curva y = f(x) se
1. lim f(x) =L;
X—00

2. lim f(x) =L
X——00

Exemplo 8.6.3

Calcule os seguintes limites, e com isso mostre qual é a assintota horizontal associada
a esse limite.

a) lim =55

3
. x°+1
b) lim 7ot

; 3xt+x+1
C) }}I_I)Iolo Sxt—x2+x—1

d) lim Vx% + x — x, parax > 0
X—00
Solugéo
Note que ao verificar como essas fun¢des se comportam no infinito, caimos em al-
gumas das indefini¢des matematicas citadas nas observagoes. Assim, a ideia é executar
manipulacdes algébricas que permitam o calculo do limite.

3
x2 + Va2 ] x2 +x2/3

a) lim =——— = lim =———— , dividindo o numerador e o denominador por x>
x>0 x3 43 x>0 x3 43

4

= (. Portanto a assintota horizontal é a reta y = 0.

b) lim - dividindo o numerador e o denominador por x2, temos:
x—00 32 + 2x + 1

lim — 1 =% Portanto o limite ndo existe e ndo possui assintotas horizontais.
X—00

, dividindo o numerador e o denominador por x*, obtemos:
x>0 5yt —x2 4+ x -1

B34 3+0+0

3
lim = = —. Portanto a assintota horizontal é a reta
X300 1 1 1 5-0+0-0 5

Va2 +x+x
d) lim Vx2+x —x = lim Vx2 + x — x - ———. Aqui multiplicamos e dividimos
X—00 X—00 xz +x+x
pelo conjugado, agora perceba que na multiplicacdo dos numeradores temos um produto
notavel do tipo produto da soma pela diferenca, logo temos
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g CEX=X X
PN L x+x VX2 4 x4+ x
- lim — >
X—00 21 1
+ =)+
A XA( x) X
- lim —r
X—00 1
1+-)+
e[+ 2) +x
Mas como x > 0,
lim ——> = lim il
X—00 1 X—00 1 1 1
1+-)+ +-)+
@+ )+x A0+
1
= lim
X—00

1
( (1+;)+1)

1 1
CNVI+0+1 2

. , . 1
Portanto a assintota horizontal é a reta y = 5

Observacgio: E extremamente errado escrever

lim x+1 B oo +1 o
100 2 1 1+0+0
1+;

x2

Temos que oo ndo é um niimero, portanto ndo pode ser somado a algo. Escrever operacgoes
com oo é um absurdo matematico.

As manipulagdes algébricas feitas tem como intuito fazer o x aparecer no denomi-
nador (ndo sdo ideias que surgem arbitrariamente), para que possamos eliminar as
indeterminagdes e quando aplicarmos o limite o termo que possui x no denominador
va para zero. Note que essa € a estratégia para resolver limites em que x — oo.

Os resultados obtidos nos exemplos acima possuem uma interpretagdo. No item a)
o calculo do limite nos mostra que para valores “grandes”, a fun¢do que se encontra no
denominador cresce mais rapidamente que a do numerador. No item b) ja é o contrario,
vemos que a fun¢do no numerador cresce mais rapidamente que a do denominador, fa-
zendo assim o limite divergir. No item c) as fungdes ”crescem em uma razdo”de 3. O caso
do item c) é geral: sempre que calculamos o limte de x indo para o infinito da razdo entre
dois polindmios de mesmo grau, o limite sera igual a razdo entre o coeficiente dominante
do polindmio do numerador pelo coeficiente dominante do polindmio do denominador.
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Definicdo 8.6.5 Se lim f(x) =L,V xp € R, ou lim f(x) = L, significa que o limite existe
X—00

X—X0
e assim, dizemos que o limite converge para L.

Caso lim f(x) = +oo, ¥V x9 € R, ou lim f(x) = oo, significa que o limite nio

X—X0 x—=+00

existe e assim, dizemos que o limite diverge.

8.6.3 Revisitando a Velocidade de Escape

Existem certas nuances sobre o caso da velocidade de escape que foram deixados
em aberto, agora é a hora de retoma-los. Recomendamos que recordem a se¢do 8.1.1. O
nosso proposito agora é explicar como pode um corpo se livrar de um potencial que ndo
se anula em nenhum ponto do espago?

Tratamos na sec¢do 8.1.1 duas condigdes: que o corpo, ao fim, ndo tivesse mais ve-
locidade e que nao sofresse mais agdo do campo gravitacional da Terra. Consideramos
que o potencial se anula, mas sabemos que isso ndo é verdade, pois a Terra continuara
exercendo forca gravitacional no corpo por puramente existir, independente da distancia

entre 0s corpos.

. o . GMm  cte . N
Vemos que o potencial gravitacional obedece alei U = — = ,queéuma fungdo

que decresce conforme r aumenta. Portanto, a resposta para a nossa pergunta é sim, o
potencial se anula quando r tende a co. Ou seja,

lim SM™ _

r—0o0 r

E importante destacar que nao existe um ntimero no qual r pode assumir e a fungao
zera de fato, por isso o infinito é um conceito e ndo um ndamero fixo. O conceito que
o infinito deseja passar é o de imensurabilidade, algo arbitrariamente grande. Portanto
limites tratam de comportamentos que as fungdes assumem.

Para a Fisica, a interpretacdo é: o corpo ndo sofrerd mais agdo da forga gravitacional
terrestre quando a distancia entre os corpos for suficientemente grande para desconsidera-
la.

8.7 Limite fundamentais

8.7.1 Calculo de limites

Vimos anteriormente a importancia do estudo de limites de fun¢des na Fisica,
podemos fazer aproximagdes tdo precisas quanto desejarmos e estudar problemas mais
complexos a partir de nossas aproximagdes, essa é a ideia principal do célculo: estudo
local utilizando aproximagdes para partimos para um resultado global.

Se tomarmos uma fun¢do qualquer, continua em todo um intervalo, verificamos que
esta pode apresentar curvas que complicariam uma anélise mais precisa sobre seu com-
portamento. Com auxilio de uma lupa pode-se verificar que na medida que nos aproxi-
mamos da fungdo seu gréfico tende a uma reta. Entdo localmente as coisas funcionam
de forma linear e estudar uma reta ao invés de uma curva complicada é muito mais
tranquilo.

Observe na imagem 8.7.1, definimos uma func¢éo continua
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-senbx - cos x

=2

20

Figura 8.7.1: Gréfico da fung¢do que é continua em todos reais.

Selecionamos entdo um ponto qualquer (o ponto vermelho) e nos aproximamos com
auxilio da nossa lupa, podemos nos aproximar da fungdo tanto quanto quisermos, basta
ter uma lupa mais precisa que nos permita chegar cada vez mais perto do ponto vermelho,
conforme mostra a figura 8.7.2.

Figura 8.7.2: Na medida que nos aproximamos do gréfico as curvas vdo se tornando retas,
localmente tudo é linear.

A partir disso, torna-se menos complexo analisar uma fung¢do localmente.
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8.7.2 Quociente de Newton

Alguns limites surgem naturalmente quando estamos resolvendo algum problema
matemadtico ou fisico, a motivacdo do estudo de limites veio do problema em encontrar
retas tangentes em uma curva qualquer. Em um circulo é facil encontrar uma reta tangente
em um ponto, é aquela que toca o circulo apenas uma vez nesse ponto, mas em uma curva
a reta tangente a um ponto pode interceptar essa curva outras vezes tornando o problema
um pouco mais complexo.

Seja y = f(x) uma parédbola f(x) = x?, definimos a reta tangente em um ponto da
seguinte forma:

1) Seja (b, f(b)) o ponto onde desejamos calcular a reta tangente e (a, f(a)) outro ponto
amostral'?, tragcamos uma reta que liga esses dois pontos, a reta secante.

ylh

(a.fla))

-,
-
-
-
-

Figura 8.7.3: Reta secante

2) A inclinagdo dessa reta é encontrada facilmente pela equacdo geral da reta
Y = Yo = m(x = Xo)

Que para o caso atual é

f(@) = f(b) = m(a - b)

f(ﬂ)—f(b)_m
a-b

Nos questionamos agora: o que acontecerd quando o a tender a b, isto é, quando
aproximarmos a suficientemente préoximo de b? Ou seja, estamos interessados no que vai
acontecer com a reta secante quando fizermos

1o f@) = f®)
m—--—r-
a—b a->

12Neste contexto, ponto amostral é uma ponto aleatério da fungdo f(x).
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Figura 8.7.4: a tendendo a b.

Essa é a reta tangente ao ponto (b, f()) e, se anteriormente, o quociente

f@) - f(b)

-~ a-b
era o coeficiente angular (inclinagdo) da reta secante, o limite desse quociente coma — b
nos fornece o coeficiente angular a reta tangente ao ponto, esse limite fundamental recebe
o nome de Quociente de Newton e é a derivada da func¢do no ponto b.

a—b

Entdo a denotacdo gréfica da derivada é o coeficiente angular da reta tangente em
algum ponto de uma fungdo continua, é importante a fungdo ser continua para que seja
derivavel. Conceitos e critérios sobre diferenciagdo serdo apresentados com mais cuidado
nos préximos capitulos, mas perceba que a derivada é um limite, assim como a integral,
mas isso serd trabalhado mais a frente.

8.7.3 Limites trigonométricos

Limite do seno

O limite limite fundamental do seno,

senx

lim
=0 X
¢ um dos limites fundamentais trigonométricos mais comuns, seu estudo é importante
para calcularmos a derivada de fung¢des trigonométricas.
Podemos avalid-lo assumindo que o x é muito pequeno, ou seja, quando se aproxima
de zero, observando o gréfico da fungdo seno, quando

x~0 = senx~0

ou seja
senx ~ x, para x <<1

Isto é, vemos gréaficamente que quando x tende a zero, ou seja, adquire valores muito
pequenos préximo de zero, o valor do sen x é tdo pequeno quanto o valor de x. Portanto,
podemos afirmar que, quando x é muito menor que 1 rad, sen x = x.
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yll yll

Figura 8.7.5: valores de x préximos de zero.

Pela figura 8.7.5 notamos que na medida que nos aproximamos de x = 0 os valores
de senx (curva em azul) e da reta ¥ = x se tornam muito préximos, no limite podemos
utilizar essa aproximacado do seno para angulos pequenos, entao

. sen x . X .
lim ~lim-=Iliml1=1
x—0 X x—0 X x—0
y
1
o~ N /\ /\ NG —~ =P X
~" NS5 \/6 5 0 B v 5%’ 20 =5

Figura 8.7.6: Geometricamente verificamos que a funcéo se aproxima de 1 quando x tende a zero.

Portanto

. senx
lim =1
x—0 X

Quer dizer que o denominador e o numerador se aproximam de zero uniforme-
mente, de forma que esse quociente se aproxima de 1.

Exemplo 8.7.1

Calcule o limite
sen (%)
lim ——=

x—0 X
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Solucao

Observe que o numerador é uma fungdo composta

(f 0 8) (x) = sen (g(x))

Que pode ser representado por

f(g)=seng, g=gx) = %

Sabemos que o limite fundamental do seno é

. senx
lim

. senu

= lim , ux)=x
-0 X =0 U

Pela propriedade dos limites, podemos escrever

sen (u(x)) limy_psen(u(x)) sen (limy_ou(x))
m = N =
=0 u(x) limy 0 u(x)

limy 0 u(x)
Observe que u tende a zero quando x tende a zero, entdo é correto fazer a seguinte
mudanga de variavel

limu(x) =limu =0
x—0 u—0

Portanto, o limite fundamental do seno para uma funcéo u(x) é

sen (lim,o u(x)) _ sen (limy_.q u)

senu
limy 0 u(x)

- = lim
111’1’11,_)0 u u—0

=1
u
Perceba que para ser o limite fundamental do seno, o argumento da funcdo no nu-

merador deve ser igual ao denominador da fragdo. No caso do exemplo, o argumento e
denominador nédo sdo iguais. Temos que

gx) =

Entdo, o limite fundamental do seno torna-

SRS

»n

e

i ) _ s

< im 1
x—0 = §—0 g

pois

. X .
lim—=1limg=0
x->071 ¢g—0
afinal, &

— 0 quando x — 0. Observe que podemos escrever o limite da seguinte
forma, sem perder a coeréncia

lim sen(£)~ T 1
x—0 s

Dado que 7 é um ntimero real constante, podemos utilizar a propriedade de limite e
escrever

sen (<
n(lim sen(f)-l):nlim (n) =1
x—0 TC X
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Portanto
_sen (%) 1
lim = —
x—0 X Tt
yA h

/.\\//\vf\\ » X

Figura 8.7.7: Observe a fung¢do se aproximando do valor do limite quando x se aproxima de zero.

Exemplo 8.7.2
Calcule
. senx?
i
x—0 2x
Solucédo

Aqui temos uma pequena dificuldade, o argumento do seno é uma funcao quadratica,
enquanto o denominador é uma fungao linear. A funcdo x? decresce muito mais rapido
que a fungdo 2x, mas podemos resolver esse problema da mesma forma que o do exemplo
anterior, vamos multiplicar pelo fator neutro .

2 u

. senx> . xsenx’? . (x senu
lim = lim = lim
x—0 2x x—0  2x? x—0
Agora g = x?, entdo
limx? = lim g = 0
x—0 g—0

Utilizando as propriedades de limite obtemos

. [x seng . x\[,. seng . x\[,. seng
lim|(=- = (hm —) lim = (hm —) lim
x—0\2 g x—0 2/ \x—0 g x—0 2/ \g—0 g
0

2 DO
(g2t -
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Dessa forma, obtemos o seguinte resultado

sen X2

lim

x—0 2Xx =0

Figura 8.7.8: Gréfico da fun¢do do exemplo

Limite do cosseno
O limite fundamental do cosseno

. 1—cosx
Iim ——
x—0 X

é avaliado utilizando o limite do seno. Para calculd-lo, vamos multiplicar o denomi-
nador e o numerador pelo conjugado de 1 — cos x.

1—-cosx . ((1—Cosx) (1+cosx)) . 1-cos’x
m—— =lim . =lim——
X 1+ cosx x—0 X + X COS X

. sen? x . senx senx
= lim ———— = lim .
x—0X+XCosx x—0 X 1+ cosx

. sen x . sen x . sen x
= (lim lim =1lim—— =0
x—0 X x—0 1+ cosx x—0 1+ cosx

Dessa forma, temos que o limite fundamental do cosseno é

. 1—cosx
Iim — =
x—0 X

0
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ylk

/\/\/\/’\/“\/\A’x

ST/ 0

Figura 8.7.9: O limite poderia ter sido avaliado pelo gréfico da funcéo

Exemplo 8.7.3

Avalie o limite

1 — cos2x
x—0 X

Solucédo

Para resolver o limite, vamos usar a mesma ideia apresentada acima, iremos multipli-
car pelo conjugado do numerador.

. 1—cos2x . 1 — cos2x 1+ cos2x . 1—cos?x . sen? 2x
11m—:11m(( )( )):hm—:hm—
x—0 X x—0 X 1+ cos2x x—0 X +XC0S2x x—0 X+ XCos2x

. sen 2x sen 2x . osen2x\ /(.. sen 2x
= lim . =(2lim lim ———
x—0 X 1+ cos2x x—0 2x x—0 1 + cos2x
. 2sen2x 2sen(2 - 0)
= lim = =0
x—=01+cos2x 1+ cos(2-0)

Ou seja,

1—cos2x
x—0 X
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Figura 8.7.10: Esse limite é igual ao fundamental.

Limite da tangente

O limite fundamental da tangente

. tanx
lim
x—0 X

é uma consequéncia muito natural do limite fundamental do seno.

. tanx . senx 1 . 1 sen x . senx
lim = lim -~ ) =1lim . = lim(secx -
x—0 X x—»0\COSXx X x—0 \\COS X X x—0 X
. . senx . senx
= (hm sec x) (hm ) = lim =1
x—0 x—0 X x—0 X

pois
limsecx =1
x—0

entao
. tanx
li =1
x—0 X
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Figura 8.7.11: Quando x tende a zero a fung¢do tende a 1.

Exemplo 8.7.4

Avalie o limite

2

. secxsen”x
Iim —
x—0 x2
Solucéo
Perceba que
,  sen’x senx
secxsen”x = = senx = tanxsenx

COSs X COosx

Entdo, podemos escrever

2

secxsen” x . tanxsenx . tanx\/,. senx
Im——— =lim———— = (lim lim =1
x—0 x2 x—0 x2 x—0 X x—0 X
Dessa forma, verificamos que
. secxsen?x
Iim— =1

x—0 x2

183



184 CAPITULO 8. LIMITE

N

¢ 4,
[ AN

Figura 8.7.12: Mesmo a fungdo sendo descontinua em alguns pontos, ela é continua por partes,
no intervalo onde inclui a vizinhanga de 1, por exemplo, ela é continua.

8.7.4 Limites exponenciais
Numero de Euler

O namero de Euler é uma das constantes matematicas que mais surgem em proble-
mas matemadticos e fisicos, seu nome foi atribuido em homenagem ao matemaético suigo
Leonhard Euler.

Vamos avaliar o limite

X
lim (1 + 1)

X—00 X

esse limite ndo pode ser diretamente avaliado, pois ndo podemos verificar seu compor-
tamento quando x cresce infinitamente. Ha uma potencia de x que faz o niimero crescer
muito rapidamente, porém, ha um x no denominador que faz o nimero decrescer muito
rapidamente. Precisamos realizar uma pequena manipulacdo algébrica na expressao
antes de aplicarmos o limite, para isso usaremos as propriedades do logaritmo.

Pelas propriedades do logaritmo apresentadas podemos reescrever potencias da
seguinte forma:

Estamos prontos para avaliar o limite!® .
X

1
Observagao: O limite lim (1 + —) ¢ demonstrado utilizando a Regra de L'Hopital,

X—00

X
que so6 é apresentada em derivada. Caso o leitor ndo esteja familiarizado com o método,
leia a segdo de Regra de L'Hopital e volte para compreender claramente a demonstragéo.

¥Note que e* = exp (x) .



8.7. LIMITE FUNDAMENTAIS 185

lim (1 + 1) = lim exp [ln(l + 1) ] = exp lim [x . ln(l + 1)] = exp[lim X ln(l + 1)]
x—00 X X—00 X X X

X—00 X—00

O L) I P ) D
e Pt x1 i Pt (x-1y R Fat
=ex [lim ad ]—ex th =exp[l] =e

- px—>00x+1 B px—>oo1+31_c - p -

Nos passos acima usamos a Regra de L'Hopital'4, para avaliagdo de uma indeterminagéo
do tipo %. Entdo

X
lim(1+1) =e

X—00 x

Se ao invés de tomar o limite x — oo, fizermos x — —oo 0 resultado serd o mesmo,
como pode ser verificado no grafico abaixo

lly

Figura 8.7.13: O limite com x crescendo descontroladamente converge para uma assintota em
2,718280...

Note que v = e é um assintota horizontal.

Exemplo 8.7.5

Calcule o limite N
lim (1 + E)

X—00

Solugéo

4Regra de L'Hopital ¢ util para avaliagdo de indeterminagdes do tipo 2, . A regra nos diz que, quando
tivermos esse tipo de indeterminacao, podemos fazer: lim,._,, 1) £ :8

g(_x) = hmxau
explicagdo, leia a secdo de Regra de L’'Hopital.

Para melhor compreensdo e
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Aqui devemos repetir o mesmo procedimento que fizemos anteriormente

Y a\ c In(1+3)
lim (1 + —) = lim exp [ln (1 + —) ] = lim exp [x . ln(l + —)] = lim exp T
X—00 X X—00 X X—00 X X—00 X~
_L.x X
= Mg e [ - ] - lmepc ] =ew [%EE‘OC —] Sewlel=e
4y
___________________________ =
e
0 X

Figura 8.7.14: Compare o grafico dessa figura com o da Figura anterior

Exemplo 8.7.6

Calcule o limite ]
lir% (1+x)x
x—

Solucao

Procedemos da mesma forma que no exemplo anterior, utilizando logaritmo e a regra
de L’'Hopital

n(A+0]_. |5z
X =

x—0

S —

. i 1 T
}gré(1+x) —Jlg%exp[x In(1 +x)]—31£)%exp

. 17 _

Limite Fundamental Logaritmico

Outro limite notdvel que envolve exponenciais é o limite
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Assim como o limite fundamental do seno é importante para calcularmos a derivada
do seno, o limite fundamental do logaritmo é importante para conseguirmos calcular a
derivada de exponenciais e logaritmos.

Suponha que g € IR, tal que 1 < a # 0, entdo devemos fazer uma substituicao

a-1=t = a"=t+1

Portanto

Ina* =x-Ina=In(t+1)

¢ In(t+1
n(r +
oo E+1)
Ina
Substituindo no limite obtemos
Loat=1 . a*-1 . t .
i Y e R
na

Podemos avaliar o denominador considerando que t — 0 quando x — 0 (ou vice
versa), além disso utilizando o limite do Exemplo 8.7.6 da se¢do 8.7 4.

limIn(1+8- =+ = In [lim(l ; t)%] —lne=1
t—0 t t—0

Entdo

lna~limL :lna~limL =Ina-

— -1
x—0 In(t+1) t—0 In(t+1) Ine na

t t

Portanto, o limite
at -1
lim, =Ina
Ya
y=Ina

Figura 8.7.15: O valor da fungéo tende ao logaritmo de a quando x tende a zero.
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Exemplo 8.7.7

Calcule o limite
e -1

x—0 X

Solucao

Procedemos da mesma maneira que fizemos acima

e -1=t = ¥ =1+t
Ine*™ =In(1+1)
2x-Ine=In(1+1)
2x=In(1+1%)

Note que 2x — 0 quando t — 0, entdo estamos prontos para avaliar o limite

lim &1 li
im =lim—— =2lim—— =
10 x i—0 In(t+1) t—0 In(1+t)
2 f
Portanto )
.oe -1
lim =2
x—0 X
y‘h

Figura 8.7.16: Grafico da funcdo



Capitulo 9

Derivada

9.1 O Problema da Reta Tangente

Os conceitos de calculo diferencial (estudo de derivadas) ja eram usados, mesmo
antes do seu desenvolvimento formal, de forma n&o rigorosa por muitos matemadticos,
como por exemplo, Kepler e Fermat. Até mesmo na antiguidade, Arquimedes j4 utilizava
alguns métodos geométricos para encontrar retas tangentes, que é um dos problemas
centrais no estudos de derivadas. Assim, tornou-se necessario formalizar tais conceitos.

Dada a necessidade de formalizar os conceitos de reta tangente, considere o seguinte
problema: dada um fungédo real f(x): D — R (leia-se fun¢do com seu dominio nos ndmeros
reais), continua em todo seu dominio D, encontre um reta tangente a esta fungéo em um
ponto (a,f(a)).

Primeiro precisamos definir o que é uma reta tangente. Uma tangente é uma reta que
toca uma curva em um tinico ponto. Dessa forma, para fixar as ideias, considere a funcao
f(x) =+vx, em que queremos encontrar um reta tangente a esta fun¢do no ponto P(4,2).
O maior problema aqui é que possuimos apenas a fun¢do e um ponto, e para podermos
achar a equagdo de uma reta, precisamos também de seu coeficiente angular m. Entédo o
problema basicamente se reduz a achar o coeficiente angular.

Assim, considere um ponto genérico Q(x, Vx) que esteja proximo ao ponto P. Com
isso, obtemos uma reta secante! a curva que passa pelos pontos P e Q. Veja a figura 9.1.1.

Y&
reta tangente reta secante

VR fommm e o f(x)=vx

> X

Figura 9.1.1: Reta tangente e reta secante a fungdo.

'Uma reta secante é aquela que cruza uma curva em mais de um ponto.

189
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Utilizando a equagédo do coeficiente angular

Ay ©9.1)
m=—=, .
Ax
em que, Ay =y - yp € Ax = X - Xg € a diferenca entre dois pontos A(y,x) e B(yo,xo) perten-
centes a reta, onde xo = 4 e o = 2, obtemos que o coeficiente angular mpg da reta secante,
parax # 4 é

Vx =2
x—4

mpg = (9.2)

Note que podemos fazer o x ser tdo proximo de 4 quanto se queira. Pela figura 9.1.1,
entdo, estamos aproximando a reta tangente pela reta secante, ou seja, conforme aproxi—
mamos X para 4, mais proxima a reta secante fica perto da reta tangente, eventualmente
se sobrepondo. A tabela 9.1.1 mostra os valores de mpg quando aproximamos o x por 4
pela direita (valores maiores que 4) na equagdo 9.2 e a tabela 9.1.2 mostra para quando
aproximamos x por 4 pela esquerda (valores menores que 4).

mpQ X mpQ X
0,2360 5 0,26794 3
0,2426 | 4,5 0,25834 | 3,5
0,2484 | 4,1 0,25158 | 3,9
0,2498 | 4,01 0,25015 | 3,99
0,2499 | 4,001 0,25001 | 3,999
Tabela 9.1.1: Aproximacao pela direita Tabela 9.1.2: Aproximacao pela esquerda

Perceba que as tabelas sugerem que mpg = 0,25. Assim, vemos que o coeficiente
angular da reta tangente é o limite do coeficiente angular da reta secante, logo

limmpg = m (9.3)
x—4
ou
-2
lim Y= 2 _ 0,25 (9.4)
x—4 x—4

Utilizando a equacao geral da reta
Y= Yo = m(x — xo) 9.5)
temos que, portanto, a equagao da reta tangente a fungao f(x) =+v/x no ponto P(4,2) é
y—-2=0,25(x-4) o y=0,25x+1,2 (9.6)

Feito isso, podemos finalmente responder ao problema que nos foi proposto. Respon-
demos da seguinte forma:
A reta tangente a fung¢do f(x) no ponto (a, f(a)) é: y — f(a) = m(x —a), onde
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m = tim 28 = S@) 9.7)
x—a  x—a
ou fazendo h = x — a, obtemos
L 0@ fah) - £ 08
x>a X—a h—0 h

A equagdo 9.7 é a defini¢do da derivada de um fungdo no ponto (g, f(2)) quando esse
limite existe, ou seja, achar a derivada de uma fungdo em um ponto significa achar o
coeficiente angular da reta tangente a essa fungdo no ponto. Dizemos que a derivada de
um fun¢do em um ponto mede a taxa de variagdo instantanea daquela fungdo. Com isso,
temos que a férmula geral da derivada de uma fungédo, para qualquer ponto arbitrdrio
onde x ndo vale necessariamente a é

d _ .. f(x+h)-f(x)
dXf(x) = llgr(\) I (9.9)
Exemplo 9.1.1
Considerando a fungédo f(x) = %, calcule:
a) A derivada de f(x).
b) A reta tangente a f(x) em x = 2.
Solugéo
a) Aqui basta usarmos a equacao (9), logo a derivada de f(x) é:
1 = lim 1/(x+h)—1/x
h—0 h
—limi X" f
w50 (x + h)xh (9.10)
R .
1
T2
Portanto, temos que 4 flx) = _1
’ qHe R

b) Com o item anterior, calculamos o coeficiente angular da reta tangente, entdo para
x = 2 temos que m = —1 e que f(2) = 1. Utilizando a equagéo 9.5, obtemos que a equagio
da reta tangente a f(x) em x = 2 é:

y- @)= —=(x-2)

y-2=-tx-2) ©.11)
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Exercicios
Encontre, para cada func¢do abaixo, a sua derivada no dado ponto P, utilizando a

equacdo 9.8. Com isso, determine a equagdo da reta tangente no mesmo ponto, utilizando
a equagdo 9.5.

1. f(x) = x2, P(1,1)
2. s(t) =3, P(2,8)
3. x(t) =2t + 1, P(0,1)
4. f(x) = sen(x), P(Z,1)

5. f(x) = cos(x), P(m,-1)

9.2 Notagoes de derivada

Como grande parte das ideias envolvidas na matematica, temos mais de uma ma-
neira de representar a mesma coisa e quando falamos de derivada, ndo seria diferente.
Tenhamos em mente que se uma fungdo é dada por y = f(x), podemos representar sua
derivada em relacdo a sua varidvel x como

dy _
== f) 9.12)
podendo ser lida como f linha de x.

Assim, pela definigdo ja apresentada chegamos a

dy m flx+ Ax) = f(x)

dx f = Alx—>0 Ax ©-13)
Entretanto, o termo Ax (leia-se delta x) tem a mesma func¢do que 1 em
+h) —

lim M (9.14)
h—0 h
Tomando Ay = f(x + Ax) — f(x), conclui-se que

d A
Y- tim 2 9.15)

dx B Ax—0 Ax
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YAL

fx+tAX) - - - - - - === —-——— - -

fof - -----=

X x+Ax =

Figura 9.2.1: varia¢des em x e em y de uma fungdo f(x) genérica

Tendo em vista que a derivada é um conceito local e pode possuir valores diferentes
para cada ponto em que a derivada é aplicada, denotamos

M- f'(x0) (9.16)

dx X=X,

como a derivada de y = f(x) em x = x,. Vejamos esta notagdo aplicada em um exemplo.

Exemplo 9.2.1 -y = 5x> + x*

Suponhamos que queiramos calcular a derivada da fun¢do em questdo para um
valor qualquer de x. Podemos encontrar a resposta aplicando a defini¢do, mostrada na
equacgao 9.14, de maneira que

— = dix(ng + xz) = (5x3 + xz)
3 2 (23, A2
:th(x+h) + (x + h)* — (5x° + x%)
h—0 h
. 5x3 + 15x2h + 15xh% + 513 + x% + 2xh + h? — 5x3 — x2
= bim I

= %ir% 15x2 + 15xh + 52 + 2x + h

portanto,

d
d—z = 15x% + 2x 9.17)

d .. o .
Entretanto, observe que o simbolo Ir aplicado a 5x° + x? indica a derivada de 5x® + x?,

em relacio a x, assim como (5x° + x?)’ também indica a derivada de 5x> + x> com relagio
ax.

Agora, para calcular o valor dessa derivada em um ponto conhecido, seja x = 2, basta
substituir x por 2 no resultada da 9.17, denotando

d
2 15(2)% +2(2) = 60 + 4 (9.18)
dx x=2



194 CAPITULO 9. DERIVADA

dy

— 64 1
|, = (9.19)

ou seja, a derivada de y com relacdo a x aplicada no ponto x = 2 vale 64, ou ainda, o
coeficiente angular da reta tangente a y(x) no ponto x = 2 vale 64.

9.2.1 Notacdao de Newton para derivadas temporais

Em t6épicos mais avangados dentro da Fisica, estudamos muitas equagdes carac-
teristicas que envolvem derivadas temporais, o que pode ser exaustivo de representar
pela notagdo de Leibniz vista até aqui, uma vez que envolvem fra¢des. Newton criou
entdo a notacdo de derivada temporal usando pontos, veja

dx .
E =X (920)

onde X representa a primeira derivada de x com relacdo ao tempo t. Estendemos para
derivadas de ordem superior com a quantidade de pontos, tal que

d2x

onde ¥ representa a segunda derivada de x com relacdo ao tempo t.
Uma situag¢do muito comum onde utilizamos essa notagado é no estudo de oscilag¢des,
como na equagdo do oscilador harmoénico dada por

d?x
=+ w'x=0 (9.22)
a qual pode ser escrita como
i+ wlx=0 (9.23)

de uma maneira mais compacta. Este tipo de equacdo e seus significados fisicos ndo serdao
abordados nesse material.

Exercicios

A partir da definicdo aqui apresentada, faga o que se pede.
1. Calcule % sendo s = 56 + 2 + 1.
2. Seja y = u?, calcule Z—Z.
3. Calcule £ (x2 - 5x).
4. Determine %(u4 + 5u?).

5. Encontre o valor da derivada da fungéo y = 3(t + 2)° com relacdo a t no ponto t = 5
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9.3 Diferenciabilidade e continuidade

O conceito de diferenciabilidade provém da definicdo de derivada pelo limite, tendo
isso em mente iremos considerar uma funcédo f definida num ponto a e na sua vizinhanga
dado um dominio ID. Se o limite abaixo existir e for finito, diremos que f é derivdvel em

a, tal que2
d f&) - f@)
— =lim 24
—f@) = lim ——= 924)
Resumidamente, uma funcao f é dita d1ferenc1avel quando seus limites laterais do
ponto a existem e sdo iguais e f é, no minimo, de classe C!, ou seja, f é de classe C! em
seu dominio ID se f’(x)existe para todo x pertencente a ID e se f e f’ sdo continuas em ID.

Considere a seguinte fungdo

2, sex<1
f(x)—{ x2-3,sex>1 (9.25)

Queremos inferir se esta é continua e diferencidvel, uma vez que os dois conceitos
estdo diretamente relacionados, portanto seguiremos duas etapas:

I. Continuidade

Dividiremos a fungdo em trés partes, para valores especificos de a as fronteiras de
suas descri¢des como segue

ea<l1,f(x)=x>
limx? = a*> — 11m f (x) = f(a) (9.26)

X—a
Como sabemos, se o limite de uma fun¢do num ponto é igual ao valor da fungdo
nesse mesmo ponto, a fun¢do é continua nesse ponto, portanto, para o intervalo
dado, a fungdo é continua. Entretanto, para garantirmos a continuidade da fungao
em todo seu dominio, precisamos averiguar os outros intervalos.

o a>1, f(x)=x>-3
lim(x* -3) =a*> -3 — lim f(x) = f(a) (9.27)

X—a

Neste intervalo também garantimos a continuidade da funcdo pelo valor de seu
limite.
e a=1, f(x) = x?, paratodo x < 1 e f(x) = x*> — 3, para todo x > 1

Este item implica que deveremos analisar os limites laterais das funcdo e observar
se dardo o mesmo valor, caso isso ndo ocorra a fungdo serd descontinua no ponto
iguala 1.

hm L f(x) = hm x* =1

(9.28)
11nlr1+f(x) = 11r{1+(x -3)=1-3=-2

Como podemos ver, os resultados dos limites laterais sdo diferentes e consequente-
mente a fungdo ndo é continua no pontoa = 1.

Conclui-se assim que a func¢do apenas serd continua para valores diferentes de 1.

2Esta é uma definicdo alternativa para a derivada como dada na equagdo 9.9
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II. Diferenciabilidade

Assim como fizemos para continuidade, faremos para a diferenciabilidade.

ea<l,f(x)=x°

) = i LA f@ _ @ep e

h—0 h h—0 h - }IIL%(ZQ - h) =20 (929)

Desta forma, dizemos que a derivada dessa fungdo existe para f em todo o intervalo
emquea <1.

ea>1,f(x)=x>-3

f/@ = lim fe+h-f@ _ . La+h’-3]-@-3)

im - lim - = lim(2a +h) = 20 (9.30)

Existe a derivada para o f em todo a>1.

e a=1, f(x)=x?, para todo x<1 e f(x)=x>-3, para todo x>1 J4 sabfamos que a fungio nao
era continua em 1, logo nédo existe derivada em 1.

Desta forma, a partir dos exemplos e da discussdo feita até aqui, afirmamos que uma
funcdo continua nem sempre é derivavel, mas a reciproca é verdadeira. Toda funcdo
derivavel é continua. Mas, de maneira mais especifica, o quadro a seguir explicita de
maneira objetiva as conclusdes que podemos tirar da discussdo feita até aqui

e Dizemos que a fungdo f = f(x) é diferencidvel em a se f é derivdvel em a.
Esta afirmacgdo nao é valida para fun¢oes de mais de uma varidvel;

e Dizemos que a fungdo f = f(x) é diferencidvel se f é derivavel em todo seu
dominio. Isto ndo ocorre para as funcdes de mais de uma varidvel;

e Seafuncdo f é diferencidvel em 4, entdo f é continua em a. Também podemos
dizer que isso também ocorre para as fun¢des de mais de uma varidvel;

e Se a fungdo f NAO ¢é continua em 4, entdo f NAO ¢ diferencidvel em a. Essa
observacao é vélida para as fun¢des de mais de uma variavel;

e Se f NAO é uma fungdo continua, entdo f NAO é uma fungdo diferencidvel,
o que também ocorre para as fungdes de mais de uma varidvel;

e Se soubermos apenas que f é continua em 4, ndo podemos afirmar nada com
propriedade sobre a diferenciabilidade de f em 4, o mesmo é dito para fung¢des
de maltiplas varidveis.

9.4 Velocidade Instantanea

Em muitos sistemas fisicos temos o interesse de descobrir qual é a equagdo de
movimento que descreve esse sistema, e resolvida a equagdo de movimento, obtemos
grandezas fundamentais no estudo do movimento como posigdo, velocidade e aceleragdo.
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Movimento Unidimensional

Nesta se¢do trataremos do estudo da velocidade, e para simplificar o entendimento,
limitaremos por agora ao movimento unidimensional. Com isso, definimos que o mo-
vimento se d4 em uma reta orientada de origem O, por exemplo, o eixo x do plano
cartesiano.

Precisamos agora definir o que é velocidade instantdnea. Quando estudamos o
movimento de uma particula que percorre um certo trajeto retilineo, ndo temos muita
informacado sobre o percurso realizado se tivermos apenas a distancia total percorrida
e o tempo levado para percorrer essa distancia, porque neste caso obteriamos apenas a
velocidade média. E muito mais informativo se soubermos a velocidade em cada instante
de tempo durante o percurso.

Dessa forma, a velocidade instantdnea é simplesmente a velocidade de uma particula
em cada instante de tempo. Aqui utilizaremos a notagdo de x = x(t) (que chamamos de
fungdo horaria da posicdo ou simplesmente funcdo posicdo), para representar a posicao
x da particula em cada instante de tempo ¢, x(tg) = xo para representar a posigdo inicial
da particula para um dado instante inicial ¢y, e temos analogamente para a velocidade
v = 0(t) e v(tp) = vg. Por exemplo, considere que a fungdo posicao é

x(t) = 2t + 512 (9.31)

a qual pode representar, por exemplo, a posi¢do de um carro numa estrada considerada
retilinea em que x é graduado em metros.

Queremos saber qual é a velocidade instantadnea desse carro no instante ¢ = 3s, ou
seja, queremos saber quanto é v(3) = v(t = 3). Para isso a ideia serd calcular a velo-
cidade média com instantes posteriores a t = 3s, fazendo At = 1s, 0,5s, 0, 1s, 0,01s...,
isto é, queremos saber qual é a velocidade média entre os instantes t =4 set=3s,
t=35set=3s,t=31set=23s.. sendo cada vez mais préoximo do instante t = 3

A
s. Assim a velocidade média v, = A_Jlf' em que Ax = x(t+At)—x(t), para os dados At, serdo:

1) Para At =1s:

x(4) - x(3) _ 8851

U = —3 1 =37m/s (9.32)
2) Para At =0,5s:
_ x(3,5)—x(3) 68,25-51
Uy = 353 - 0.5 =34,5m/s (9.33)
3) Para At =0,1s:
3,1)—x(3 4,25 - 51
o = B =@ 542551 o (9.34)

31-3 0,1
4) Para At = 0,01 s:

x(3,01) —x(3) _ 51,3205 — 51

Soi=s = oor = ox05mis (9.35)

Um =
5) Para At = 0,001 s:

o - x(3,001) — x(3) _ 51,032005 — 51
" 3,001-3 0,001

= 32,005 m/s (9.36)
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Note que a medida que aproximamos At para zero a velocidade média se aproxima
da velocidade instantanea. Os valores de velocidade média acima sugerem que v(t = 3)
= 32 m/s. Dessa forma se fizermos o limite de At indo para zero, obtemos a velocidade
instantdnea em um dado instante de tempo, logo

. Ax
v(t) = lim —= (9.37)

Veja que quando At — 0, temos que também Ax — 0, ou seja, a velocidade instantanea
é a derivada no tempo da fungao posigdo x(t), portanto:
. x(t+ A —x(b) . A odx
W= A AT a T 39

Oresultado obtido aqui faz todo o sentido, por que como visto na secdo 4.1, a derivada
de uma fung¢do nés da a taxa de variagdo instantdnea daquela fungdo. Assim, no caso
da fungdo posigdo, sua derivada nos dé a velocidade instantdnea, o que condiz com o
conceito de velocidade que mede a variagdo da posigdo no tempo.

Como derivamos x(t) para achar a velocidade, estamos calculando o coeficiente angu-
lar da reta tangente a x(t). Quando velocidade é constante, temos que a func¢do posigdo é
dada por x(t) = xo + v(t — tp) e aqui vemos claramente que a velocidade v é o coeficiente
angular de x(f).

Os resultados obtidos aqui podem ser generalizados para mais dimensdes, para isso
é utilizado o conceito de derivada do vetor posicdo e o conceito de decomposi¢do de
velocidades, algo que ndo sera abordado aqui.

9.5 Derivadas de ordem superior

Quando temos uma func¢do derivavel f qualquer e a derivamos, dizemos que o
resultado da derivacdo, f’ ou até mesmo f, é chamado de primeira derivada ou derivada
de primeira ordem de f. Quando derivamos f’ encontramos a sequnda derivada de fou ainda,
a derivada de sequnda ordem de f a qual é indicada por f” ou f®. Na notacdo de Leibniz
temos

d (dfx)\  d*f(x)
dx dx?

f(x)= f@ = — ( ol : a segunda derivada de f(x) com relagdo a x. (9.39)

Podemos nos estender a derivadas de ordem superior a 2, indo tdo longe quanto
quisermos, mas de forma geral temos a notacdo

_d'f()

f ) = R n-ésima derivada de f(x) com relagdo a x (9.40)

porém perceba que a notagdo utilizando o simbolo ’ (linha) ndo é conveniente para
representar casos de maior ordem, por isso introduz-se a notagdo com o parénteses
superscrito (f).

9.6 Aceleracgao instantanea
Na segdo 9.4, vimos que a velocidade representa a taxa de variagdo da posi¢do com

relacdo ao tempo, ou seja, a velocidade é a primeira derivada temporal da posicdo, de
maneira que podemos prever como a posi¢do muda com o tempo. O mesmo é possivel
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com a velocidade, podemos prever a forma como a velocidade varia com o tempo, ou
seja, podemos determinar a aceleracdo de um mével a partir de uma derivada, sendo a
primeira derivada temporal da velocidade ou a segunda derivada temporal da posigdo,
tal que

ﬂ—%—aa—ﬁ (941)
onde a representa a aceleracdo, v a velocidade e s a posi¢do. Para os movimento re-
tilineo uniforme e retilineo uniformemente variado, ja conhecemos as equagdes que os
descrevem, mas para fins de fixagdo, demonstraremos a equagdo da velocidade para o
movimento retilineo uniformemente variado (MRUV). No MRUYV, a posigdo s é descrita
como funcdo do tempo t por

_dv_d (ds) d?s

at?
s(t) = sg + vot + - (9.42)

2

Como a velocidade é a primeira derivada de s(t) com relacdo a t, aplicaremos a
definicdo de derivada em termos de limite,

ds (5o + ol + 1)+ ) — (s, + 0ot + 4)
T 2
v=limM=ﬁmM ah’
h—0 h h—0 h 2h

v = lim(v, + at) + ah
h—0

v=u0,+at (9.43)

o que corresponde ao resultado conhecido para a velocidade em um movimento com
aceleragdo a constante. Assim, se derivarmos a velocidade, o esperado é encontrarmos
um valor constante para a acelera¢do. Aplicando o limite mais uma vez temos que

_dv . o(t+h)-o(t)
=g = hm I (044)
. (vo+a(t+h)— (v, +at)
a = lim
h—0 h
a = lim @
- h—0 h
a=a (9.45)

0 que também corresponde ao esperado, uma vez que a aceleracdo ndo é funcdo do
tempo no tipo de movimento em questdo. Mas nédo precisdvamos de limite ou derivada
para encontrar esses resultados, pois ja eram conhecidos, porém essas ferramentas sdo
necessdarias quando estamos falando de fungdes genéricas para a posi¢do s(t) ea velocidade
u(t). Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 9.6.1 - Encontre a func¢ao da velocidade v(t) e da aceleracao a(t) para a
func¢io posicio s(t) = + 4> — 4t + 1

Solucéo
Primeiramente, fazendo a velocidade, aplicando mais uma vez a defini¢do de deri-
vada
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_ds(t) 1 s(t + h) — s(t)
Codt >0 h
R AR A+ )+ 1 - (P +4P -4+ 1)
= lim
h—0 h
_ hmt3+3t2h+3th2+h3+4t2+8th+4h2—4t—4h+1 — P42 + 4t -1
B h—0 h
. 3t2h + 3th? + h® + 8th + 4h? — 4h
= lim
h—0 h
:11111%3t2+3th+h2+8t+4h—4
=32 +8t—4
Portanto, a func¢do da velocidade pelo tempo é
o(t) = 3t + 8t — 4 (9.46)

Agora para encontrarmos a aceleragdo, apenas derivamos a velocidade v(t) aplicando
a definicdo
_do(t) . o(t+h) —o(t)

4= 3 hm 7 ©47)

C 3(t+h)?+8(t+h)—4—(3t>+8t—4)
= lim
h—0 h
32 +6th+3h2+8t+81—4—-32—8t+4
= lim
h—0 h
. 6th+3h%+8h
= hm _—
h—0 h
= lim(6t + 8 + 3h)
h—0

=6t+8
Assim, a aceleragdo é dada por
a(t) =6t+8 (9.48)

Porém, a derivada é um conceito local, ou seja, vale para um determinada redondeza,
e quando aplicada a fisica, ndo é diferente. Até o momento vimos como a velocidade
e a aceleragdo variam em fung¢do do tempo, mas é possivel determinar o valor exato
tanto da velocidade quanto da aceleragdo em um momento especifico, ou seja, para um
determinado valor de t. Desta forma encontramos a velocidade instantianea e a aceleragio
instantanea, sendo nada mais do que as derivadas aplicadas em um ponto determinado.
Veja por exemplo, o valor da aceleragdo no momento ¢ = 4:

do(t)

a(d) = — T 6(4) + 8
o = 20 _=w
ou ainda )
d=s(t
a(4) = dt(Z) ~ =32 (9.49)

Dizemos assim que a acelera¢dao instantinea no momento t = 4 vale 32 nas unidades
adequadas.
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9.7 Regras de derivacao

201

Até aqui vimos como calcular a derivada de determinadas fungdes (todas po-
lindbmios) a partir da defini¢do feita com um limite, porém, com outros tipos de fungdes, é
bastante exaustivo aplicar a defini¢do em cada caso, como fung¢des trigonométricas, expo-
nenciais ou compostas. Assim, a partir da definicdo e do significado da derivada, foram
determinadas regras e propriedades que facilitam a manipulagdo algébrica de célculos

mais elaborados envolvendo derivadas.
Considere o seguinte teorema:

Teorema 9.7.1 Sejam f e g fungoes deriviveis em a e seja k uma constante. Entdo se as
fungoes (f + g), kf, (f-g) e é sdo derivdveis em a, tém-se que
d _ df(a) dg(a)
&(f +g)(a) = o T dx (9.50)
d _ df(a)
dx(kf(a)) =k (9.51)
d df(a d (a)
2@ = Y ga) + h@) - 9.52)
d (f ) @ Q) . o) + £(a) - dg(a) 05)
—_— —_— a = .
dx\g [g(a)]?
9.7.1 Demonstracao 9.50 - a derivada da soma
Aplicando a definigéo,
d -
Y LS
X xoa x—a
temos que
d e ) +800)] - [f(a) + g(@)]
U +8)@) =lim o
lim [f(x) —f@ , 8- g(a)]
x—a|  xX—a x—a
mas sabemos que o limite de uma soma é a soma dos limites, assim
oW -f@] 1800~ 8@
x—>a xX—a x—m Xx—a
o que nos leva finalmente a
d
%(n g)(a) = H@ , 48l (9.54)

dx dx

ou seja, a derivada da soma é a soma das derivadas.
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9.7.2 Demonstracdo 9.51 - derivada de uma fun¢ao multiplicada por constante

Mais uma vez, nos valendo da definigdo explicitada na 9.7.1, teremos que

dhf@ _ K@ k@) _ . KfG) - @)

dx x—a X—a x—a X —a

e, colocando a constante para fora do limite, temos

i [0~ f@

X—a X—a

e assim,

df(a)
dx

(9.55)

d
I @l =k

ou seja, a derivada do produto de uma constante por uma fungéo é igual ao produto da
constante pela derivada da fungdo.

9.7.3 Demonstracao 9.52 - derivada do produto de duas fun¢des

Novamente, através da defini¢do, temos

fx) - g(x) = f(a) - g(a)

X—a

d .
ﬁ(f +8)(a) = lim
agora utilizaremos um artificio somando 0 = f(a)g(x) — f(a)g(x) a equagdo, tal que

_ i F080) + F@(0) ~ F@)s(x) - f@g(p)

x—a X—a

agora, colocando g(x) e f(a) em evidéncia, ficamos com

-ty [ o im0 52
tal que
_df(a) dg(a)
= =7 Img() + = —f(@)

porém, repare que como g é derivavel em a, g serd continua em 4, e, assim,

lim g(x) = g(a)

X—a

o que, finalmente resulta em

d _ df(a) dg(a)
(9@ = = - g(a) + f(a)-

(9.56)

Em outras palavras, a derivada de um produtos de duas fungdes é igual a derivada
da primeira multiplicada pela segunda somada a primeira multiplicada pela derivada da
segunda. Essa é a chamada regra do produto.
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9.7.4 Demonstracdo 9.53 - a derivada do quociente entre duas func¢oes

Através da definicdo, temos

[ _ f@
d f (@) = lim s ~ 3@
dx >4 X—a

o fOI80) ~ f@g) 1

S x-a $@)5@)

Nos valendo de um pequeno artificio, somando 0 = f(a)g(a) — f(a)g(a) ao numerador,

obtemos
_ |f (0)g() — f(@)g(a) — f(a)g(x) + f(a)g (a)] 1
= lim .
x—a X—a g(x)g(a)

tal que, colocando g(a) em evidéncia nos dois primeiros termos e f(a) no terceiro e no
quarto, ficamos com

e [0 - f@) g()+g(ﬂ) 1
_}}5}[ xX—a 8(@) - fla)- —a ] Q(x)g(a)
Assim,
_|d4f(@) g( a) 1
‘[ 36— fla)- ] 3008
onde,
1 1

o @ ~ @

o que nos leva finalmente a

(9.57)

d(f)() Q) . o(a) - f(a) - 282
dx (5@

Assim, a derivada do quociente entre duas fungdes é definida como a derivada do nu-
merador multiplicada pelo denominador menos o numerador multiplicado pela derivada
do denominador, sobre o quadrado do denominador.

9.8 Derivadas de funcdes especiais

9.8.1 Derivada de uma funcio constante

Até o momento, aprendemos como derivar fun¢des conhecidas e dependentes de
determinada varidvel a partir da defini¢cdo formal de derivada em termos de limites, assim
como o que acontece quando multiplicamos uma fung¢do por uma constante. Mas como
derivamos algo que é por si s6 constante? Tenhamos em mente uma fungao f(x) = ¢, onde
¢ é um valor constante, ou seja, um ntiimero, que nao depende da varidvel x, assim, se
quiséssemos representar esta fun¢do em um grafico, teriamos uma reta horizontal como
mostra a figura 9.8.1.



204

Figura 9.8.1: Gréfico de uma fungdo constante f(x) = c.

CAPITULO 9

f(x)=c

+ X

. DERIVADA

A maneira mais simples de encontrarmos a forma de derivarmos uma fungdo cons-
tante é pela interpretacdo geométrica da derivada, em que esta representa o coeficiente
angular da reta tangente a fun¢do, mas quando a fun¢do possui um valor constante, a reta
tangente sera horizontal, portanto, o coeficiente angular é 0, ou seja, a derivada de uma

fungdo constante sera nula.
Podemos também verificar isso através da definig¢do
df(x) f(x) = f(x0)

= lim ———=
x X=X X — X

mas para qualquer valor de x, f(x) = c. O que nos leva a

d -
f) = lim €=¢
X X—=Xx0 X — X(

=0

mostrando o que esperdvamos pela interpretagdo geométrica.

9.8.2 Fungdes do tipo x" e V/x

(9.58)

(9.59)

Para esses tipos de fungdes, iremos demonstra-las separadamente, mesmo as regras
sendo praticamente idénticas, é vélido garantirmos sua autenticidade para cada um dos

casos.

Demonstra¢iao 9.8.2.1 - f(x) = x™ paran # 0

Nos valendo da definicdo de derivada mostrada em 9.9, temos

. (e+ )" ="
4 = _—
T hm 7

onde podemos fazer x + h = t, ou sejat — x quando 1 — 0, tal que

= %im 1l 2 82 L

—X

n parcelas

quando fazemos o limite ficamos com

n—1

= x4 2y 4+ x5y

+..+X

n parcelas
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ou seja, ficamos com

—x" = nx"! (9.60)

Demonstra¢io 9.8.2.2 - f(x) = x " parax # 0

1
Lembremos que x™" = Tl entdo, usando a definicdo de derivada, temos
#h _ 1
_ . (x+h)" X"
—x " =1lim ———
dx h—0 h
I (x+h)"—x" 1
= —1lim .
h—0 h (x + h)nxn

mas, como o limite do produto é o produto dos limites, temos que

_hm(x+h)”—x” . 1
h—0 h h—0 (x + h)"x"

e pelo resultado de (a), o primeiro limite tem seu valor determinado em 9.60, e o segundo
limite é facilmente determinado, ficamos com

1
— a1
=X x2n
= —nx"!
desta forma temos que
d
&X_n = —nx_“_l (961)

ou seja, a regra é a mesma para expoentes negativos, devemos apenas conservar o sinal
do expoente.

Demonstrag¢ido 9.8.2.3 - f(x) = X em que x > 0 se n for par e x # 0 se n for impar (n > 2).

Para essa definicdo, tenha em mente que xi = 4fx, tal que

1 . an +h - {/J_C
—xn = lim ————
dx h—>0 h
e, fazendox +h =t,quando h — 0, x — ¢, assim,
R
=lim ———

tox t—Xx

Agora tomando u = Vtev=4/x, (t = x, ou seja, u — v) acabamos com

d 1 . U—17
—xn = lim
dx u—v Y —
i —1
- ,}E}; u—y"
u—ov
1

Tl’l)”_l
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desta forma para x # 0 e x no dominio de f,

d 1 1

—Xn =

dx n \"/ xn—l

(9.62)

9.8.3 Funcdes trigonométricas

Um tipo de fungdo que é necessdrio dominarmos suas manipulagdes e como usa-
las para descrever fendémenos fisicos, como em movimentos oscilatérios. Desta forma,
precisamos entender como derivar as fung¢des trigonométricas mais utilizadas, as quais
iremos demonstrar a seguir.

Demonstrag¢io 9.8.3.1 - f(x) = sen(x)

Para encontrarmos as fungdes derivadas de fungdes trigonométricas, nos valeremos
da defini¢do em 9.9 e fazendo o seno de uma soma de arcos temos

d _ . sen(x + h) —sen(x)
foontn = i S

. sen(x)cos(h) + sen(h)cos(x) — sen(x)
= jim I

mas o limite de uma soma pode ser escrito como uma soma de limites, logo

seiil(h) lim sen(x)(cos(h) — 1)

= lim cos(x
h—0 ( ) h—0 h

e como o limite de um produto é o produto dos limites, ficamos com

L . sen(h) . . |cos(h) —1
-t fm S5+ fmsnt) -
porém com o limite fundamental
. sen(h)
1 =1 9.63
oo h ©.69)
temos que o primeiro termo se resume apenas a cos(x)
. |cos(h)—1
= + . 1 R S
cos(x) + sen(x) hg)% [ p ]
e com outro limite trigonométrico ja conhecido
. |cos(h) —1
lim | ————| = 9.64
h11>1(1)| h ] 0 ©-64)
temos
= cos(x) + sen(x) - 0 = cos(x)
Finalmente, chegamos a conclusdo que
isen(x) = cos(x) (9.65)
dx B '
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Demonstrag¢io 9.8.3.2 - f(x) = cos(x)

Utilizando a defini¢do mais uma vez e agora o cosseno da some de arcos, temos

cos(x + h) — cos(x)
h
im cos(x)cos(h) — sen(x)sen(h) — cos(x)

=1
h1—>0 h

cos’(x) = lim
h—0

mas como o limite da soma é a soma dos limites ficamos com

cos(h) — 1
h

sen(h)

= li
cos(x) hlir(} p

- li

sen(x) hl_l’)%

Tendo em mente os limites fundamentais expressos em 9.63 e 9.64, chegamos a
= cos(x) - 0 — sen(x) - 1 = —sen(x)

ou seja, podemos afirmar que

d
acos(x) = —sen(x) (9.66)

Demonstrac¢ao 9.8.3.3 - f(x) = tan(x)

Nesse caso, ja sabendo o resultado para f—xsen(x) e d%cos(x), vamos utilizar a regra
do quociente

d _d [sen(x)
%tan(x) T dx (cos(x))

%sen(x) - cos(x) — sen(x) - %cas(x)

cos?(x)
cos(x)cos(x) — sen(x)(—sen(x))
c0s2(x)
cos?(x) + sen?(x)
c0s2(x)

__ L 2
= o) sec”(x)

Assim, dizemos que

d
&tan(x) = sec?(x) (9.67)

Com estes resultados e com as regras de derivagdo podemos encontrar as derivadas
de outras fungoes trigonométricas como secante, cossecante, cotangente. Faca essas
demonstrac¢des nos exercicios da secao.
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9.8.4 Funcao exponencial

A fungédo exponencial tem uma propriedade muito especial em sua derivada e, por
conta disso, possui uma aplicabilidade muito grande em diversos fendémenos fisicos e
matematicos, como aqueles que envolvem oscila¢des e periodicidade. Isso se deve ao fato
de que sua derivada preserva a expressao principal de sua fungdo, como serd mostrado a
seguir, mas antes precisamos definir o limite de uma funcao do tipo f(x) = b*, onde b é
uma constante real diferente de 0 e maior que 1.

Aplicando a definic¢do, temos

v J+h) - f(x)
dxb _1111—r>r(1) h
bx+h_bx
=lim ——

h—0 h

O limite apresentado no final da equagdo 9.8.4 é um dos limites fundamentais, onde

h_
}g% P In(b) (9.68)
A derivada de f(x) é, portanto
2 ) = Lt = bringo) 9.69)
e’V dx T '

Veremos mais a frente que essa demonstracdo pode ser feita pela regra da cadeia na
secd0 9.9. Tendo essa demonstragdo e esse limite fundamental em mente, queremos agora
a derivada da fungdo g(x) = ¢*. O resultado serd o mesmo, devemos apenas substituir b
por e, assim

g’ (x) = e*In(e)

:ex

(9.70)

Ou seja, temos finalmente que

—eX =¢* (9.71)

Exemplo 9.8.4.1

Queremos achar a derivada da funcio f(x) = e*
para um b constante. Nesse caso, nossa constante é et
e* como (e*)*. Assim, temos

. Vale lembrar que a regra vale
, uma vez que podemos escrever

d _ 4x 4
- fx) = eIn(e
= e 4in(e) 9.72)

= 4e*
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ou seja
d
Ee‘b‘ = 4% (9.73)

Exemplo 9.8.4.2

Queremos determinar a inclinagdo da reta tangente a fungdo g(x) = 4¢>* no ponto
x = 0. Para isso, devemos calcular o valor da derivada dessa fun¢do no ponto escolhido.

f@)|,_, =4 @) _,
=46-3| (9.74)
=12
Desses dois exemplos podemos ainda definir uma regra de um caso especial da fungao

exponencial onde o expoente ¢ um mondémio de primeiro grau, tal como ¢"* onde 1 é uma
constante, temos que

&en" = ne™ (9.75)

9.8.5 Funcao logaritmica

Assim como fizemos para as fun¢des exponenciais, vamos aqui definir a derivada
para uma fungéo logaritmica qualquer para, em seguida, definir os resultados para a base
de Euler. Considere uma fungédo f(x) = log, x, onde a = cte é a base da nossa funcéo. Para
calcular sua derivada, utilizaremos a propriedade da mudanca de base de um logaritmo
mostrada na equagdo 9.76 abaixo, na qual escolhemos e como a nova base.

f(x) =log,x
_log,x
log,a (9.76)
_Inx
" Ina
Nos valendo dessa mudanga de base, definiremos a derivada da funcdo f(x) = Ell—z
d 1 . In(x+h)-Inx
dxf(x) " Ina }g% h

e como a subtracdo dos logaritmos é o logaritmo da razado, temos

—L-limlln x+h
" Ina m—oh X

mas o termo 7 pode ser levado para o expoente do logaritmando pela propriedade onde
alnx = Inx*, ou seja,

h
- IL limln(x *h ) 9.77)
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Para seguirmos a definigdo, faremos a seguinte mudanca de varidvel

I
»

(9.78)

=Rz
Il

»‘

=

o que altera a dedugéo para

—f( )— hmln(l +k)kx

onde repara que o limite também teve sua varidvel alterada, mas vai para o mesmo valor

1
pois quando h — 0, k — 0. Entretanto, como o expoente do logaritmo é o podemos

1 1 = 7 7”7 1 .
escrever como O produto de - com —, entdo tombamos apenas —, assim
X X

k

= s thln(l +k)k

porém, o fato dessa fungdo ser continua, podemos passar o limite para seu argumento,
ou seja, para o logaritmando, tal que

1 1 1
- ;m(gn(uk)k) (9.79)

O limite apresentado em 9.79 é um dos limites fundamentais do célculo, o qual nos
diz que

%m(}(l + k)k =e (9.80)

a partir da qual, podemos finalmente concluir que

d 1 1 1 1
- - .- - .- 9.81
dxf(x) Ina x Ine Ina x ( )

Assim, temos finalmente que

1
xlna

(9.82)

ilo X =
dx BaX =

onde a2 é uma constante que atenda a condigdo de existéncia do logartimo.Entretanto,
observe que, caso a base a fosse igual a e desde o comeco, o resultado obtido seria apenas
x~1 (Faca vocé mesmo).

Exemplo 9.8.5.1 - f(x) = log,,x

Pelo que ja foi visto, a derivada dessa funcdo deve ter um resultado como aquele
da equagdo 9.81, onde a = 10. Nesse caso

d 11
A R
1 1
" In10 x
ou seja,
1

(9.83)
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Exemplo 9.8.5.2 - f(x) = In 5

Como aprendemos a resolver até aqui, devemos primeiro organizar a fungdo de
maneira a obter In xisolado, da maneira como aparece na demonstragdo. Assim, aplicando
a propriedade onde o logaritmo de uma divisdo é a diferenga entre os logaritmos do
numerador e do denominador, e lembrando que a derivada de uma fun¢éo constante, no
caso In2 é nula, temos

f(x)=Inx/2=Inx—-1n2

d d d
Ef(X) = ﬂlnx— —In2

dx
1
=--0
X
tal que
d_ x 1

9.9 Regra da cadeia

As regras de derivagdo até aqui mostradas ndo fizeram nenhuma mengéo a fungoes
compostas, as quais devem ser derivadas de maneira particular em relagdo as outras
fungdes referidas na se¢do anterior. para ilustrar isso, considere y = f(x) e x = g(t) como
duas fungdes derivéveis com suas imagens contidas no dominio de f (Im C Dy).

Suponhamos y = f(x) derivavel em p, x = g(t) derivavel em 5, com p = g(fo). Seja
h(t) = f(g(t)) = (f o )(t), a regra da cadeia é definida por

W) = f(g#)g ) (9.85)
mas na notagdo de Leibniz temos
sy Y , o dx
fw=22 gB== 9.86)
tal que a 9.85 fica
dy dydx
dt ~ dxdt 0.87)

enunciando a regra da cadeia.

Uma maneira boa de lembrar de como usar a regra da cadeia é que a derivada de uma
fungdo composta é a derivada da funcdo de fora aplicada na de dentro multiplicada pela
derivada da fungado de dentro.

Veremos agora como utilizar a regra da cadeia em fung¢des compostos nos exemplos a
seguir.

Exemplo 9.9.1 - y(t) = sent?

Solucao
Para fazermos a derivada de y(t) com relagdo a t ndo podemos simplesmente derivar
como se fosse sen(x), temos que levar em consideragdo que neste caso x = t2, assim dizemos
que a nossa fungao de fora é sen(x) e a fungéo de dentro é x = 2. Entao,

y(x) = sen(x) x(t) =2
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e a fazendo as derivadas separadamente, temos

dy
Iy = cos(x) — =2t

de maneira que, a partir da 9.87 ficamos com

W _ cos) - 2t

— = cos(x) -

dt

mas escrevemos a derivada da funcao de fora aplicada na de dentro, assim, tendo x = 2,
encontramos finalmente

dy »
== 2tcos(t?) (9.88)

Exemplo 9.9.2 - y = ¢**

Solucao
Nesta situacado, é necessario introduzir uma nova fungao u(x) = 3x, tal que y(u) = €,
assim

y(u) =e" u(x) = 3x
e aregra da cadeia é escrita como
dy _dydu
dx  dudx
As derivadas separadas sao
dy du
au = ¢ ax =0
entdo, temos que
2 - 3 (9.89)
dx

Exemplo 9.9.3 - y = (3x* + 1)°

Solugéo
Esta derivada pode ser realizada abrindo o produto notédvel e derivando o resultado
como um polindmio, mas ndo é pratico para poténcias maiores. Podemos resolvé-la com
a regra da cadeia se tomarmos

y(u) = u’ u(x) =322 +1

e, fazendo as derivadas separadamente,
dy 2
d_u =3u d_x = 6x

o que nos leva a

d
% =332 + 1) 6x

a qual pode ser simplificada para (faga vocé mesmo!)

d
d—i = 162x° + 1083 + 18x (9.90)
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Exemplo 9.9.4 - y = sen?(x® + 2)e>*

Solucao
Neste caso, temos o produto de duas fungdes compostas tal que w(z) = z2, z(u) =
senu, u(x) = x> + 2 e v(x) = 3x, assim
y = we’

A regra do produto aplicada a fungdo acima fica

@y _d o orw L
o E(w)-e +w- E(e ) (9.91)
porém, cada uma das derivadas deve ser resolvida utilizando a regra da cadeia, tal que
d _dwdz du d, , d, ,dv
= 0 )= B %

desta forma
E(w) = 2z - cos(u) - 3x* = 2sen(x’> + 2) - cos(x> + 2) - 3x?
onde utilizando a identidade trigonométrica sen(20) = 2senOcosO, ficamos com
d
E(w) = 3x2sen(2x® + 4)

Agora, fazendo a segunda derivada,

d
—(&%) = ¢’ -3 =3¢

dx
Com estes resultados temos finalmente que a 9.91 fica
d
% = 3x2e3*sen(2x® + 4) + 3¢3¥sen®(x® + 2) (9.92)

Exercicios

Calcule as derivadas das seguintes funcdes:

y= sec?(In(4x® + 2))
Y= In(5x> + cos®(4x? + 2x — 1))
y= tan?(In(3x> — 2))

cos*(3x5+sen?(3x))

1. y= In(4x°)

2. y=senx’

3. y = (senx + cosx)°
4. y = cos8x

5. y= V3o 4 4
6. y = elm

7.

8.

9.

10. y=¢

xe’x
.y= In(3x + 1)
12. y = x+/cos*(x3 — 3)
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9.9.1 Um caso especial da regra da cadeia

Sejam f e ¢ duas fungdes derivaveis num mesmo conjunto A, com f(x) > 0 para
todo x € A. Considere a fun¢do y definida em A e dada por

y = f(x)s® (9.93)
onde, quando aplicamos o logaritmo natural (In) dos dois lados, obtemos
Iny = g(x)Inf(x) (9.94)
e, aplicando a definigdo de logaritmo ficamos com,
y= e8Wnf(x) (9.95)
mas pela 9.93 podemos dizer que
FR)E® = 8@ (9.96)

Agora podemos derivar “dos dois lados”de maneira a obtermos
d d
)8 = L ps@inf) 97
8] = (eSO 097)

porém, o termo da direita é uma fun¢do composta, portanto, devemos aplicar a regra da
cadeia, ou seja

A g0 — g 4
LA = eSO L gl () (9.98)

o que nos leva finalmente a

A g7 = frang0 4
IO = £008) L [g(In(0)] 9.99)

Para um caso mais especifico onde f(x) = a e g(x) = x, ficamos com

%[ax] = a*lna (9.100)
Exemplo 9.9.1.1 -y = 3*
Solugéo
Neste caso temos que f(x) = 3 e g(x) = x, assim aplicando a defini¢do em 9.99 temos
d oo axd
a(3 )=3 Ir (xIn3)
mas como /n3 é um valor constante ficamos apenas com
/P |
EG )=3 ln3dx(x)
ou seja,

4 (39 = 5713 9.101)
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Exemplo 9.9.1.2 - y = 8" + log,x

Solucao
Aqui temos uma situagdo de uma soma de duas fungdes, ou seja, podemos deriva-
las separadamente e apenas somar os resultados das derivadas, onde
dy d
dx ~ dx
Para o primeiro termo aplicamos a definigdo da 9.99, assim

8+ 5-og)

d X\ — QX
~-(87) = 8'In8

mas para o segundo termo, precisamos utilizar uma propriedade do logaritmo que en-
volve a mudanca de base, uma vez que ndo temos uma regra para um logaritmo ndo
natural, desta forma, escrevemos

] _Inx
082X = 75
o que nos leva a
d ; _d (lnx\ 1
1080 = (i) = 2
e, por sua vez,
ay _ 8*In8 + L (9.102)
dx xIn2 '

9.10 Construcao de graficos

Nessa sessdo queremos discutir o uso do célculo diferencial na construgdo de
graficos para quaisquer tipo de funcdo. Para isso, devemos abordar e discutir certos
conceitos e ideias, apresentados nos tépicos a seguir.

Pontos Criticos

Numa func¢do qualquer, podemos calcular sua derivada em um ponto de seu
dominio e esse calculo nos dird o valor da inclinacdo da reta tangente ao grafico na-
quele ponto, como j4 foi discutido e estudado anteriormente. Contudo, podemos obter o
valor dessa derivada igual a zero. Isso significa que, naquele ponto especifico, a inclinagao
da reta tangente a curva é nula.

Ya

» X
Ponto Critico

Figura 9.10.1: Gréfico da fungao x?
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Dessa forma, se torna simples identificar os pontos nos quais isso acontece, basta
igualarmos a derivada da fungdo a zero.

Exemplo 9.10.1

Vamos calcular os pontos nos quais as derivadas das fung¢des se igualam a zero.
a) f(x) = x* +x

flx)=x*+x
flx)y=2x+1 (9.103)
Igualando f’(x) = 0 ficamos com
fx)=0
2x+1=0
1 (9.104)
X=-z

b)g(x) = x> —2x* + x +2

f(x):x3—2x2+x+2

f/(x) =3x* —dx +1 (9.105)
Igualando g(x) a zero
flx)=0
1 9.106
3x2—4x+1:0<:>x=1oux=5 (:100

Nesse caso temos dois pontos onde a derivada é nula, isto é, dois pontos nos quais a
reta tangente ao grafico da fun¢do ndo apresenta inclinagéo.

Nos dois exemplos apresentados os pontos encontrados sdo aqueles que nos dao a
primeira derivada como nula, e para qualquer tipo de fungéo, os pontos de seu dominio
que zeram sua derivada sdo chamados de pontos criticos.

Pontos Criticos sdo aqueles nos quais a primeira derivada da fungao se iguala a zero.
Neles, a reta tangente a curva tem inclinagdo nula. Além disso, ele marca um possivel
ponto de mudanga do sinal da derivada.

Crescimento de decrescimento de uma fungio

Como foi discutido, a derivada de uma funcédo define a inclinagdo da reta tangente
a curva da mesma. Podemos dizer entdo que, caso a derivada f’(x) de uma fungdo f(x)
qualquer for maior que zero num certo ponto de seu dominio, a fungéo estd crescendo
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naquele ponto, uma vez que a reta tangente a ela tem inclinacdo positiva. Caso f’(x) fosse
menor que zero, a funcao estaria decrescendo naquele ponto.

Isso pode ser mais facilmente observado através da andlise de um gréfico. Para isso,

observe a Figura 9.10.2 e note que, para a fungéo f(x) = x3 —2x% +x+2(9.105 € 9.106 da
1

sessdo anterior) antes do ponto x = 3e ap0s o ponto x = 1 a funcdo apresenta derivada

maior que zero e, portanto, crescimento, e no intervalo entre esses dois pontos, que sdo
os pontos criticos da funcdo, a derivada é menor que zero e a funcdo decresce.

Y4

Figura 9.10.2: Gréfico de x> — 2x? + x + 2

£(x) bbb moenono oo oo S+

W=+
—

Figura 9.10.3: Setas da derivada positiva ou negativa

Esse tipo de andlise pode ser feita sempre que vocé conhecer os pontos graficos de uma
fungdo. Sempre de deve analisar o valor da derivada antes e depois desses pontos, de
forma que se torna possivel conhecer o comportamento - crescimento ou decrescimento -
partindo dos mesmos.

Exemplo 9.10.2

) 2 . . ~
a) Seja f(x) = §x3 — 3x? — 20x. Vamos analisar em quais pontos a fungdo apresenta
comportamento cresce ou decrescente.

Para isso, devemos primeiramente calcular a derivada da funcdo e, em seguida, en-
contrar seus pontos criticos.
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f/(x) =2x* —6x - 20
fx)=0

9.107
2% —6x-20=0x=-20ux=>5 ( )

Agora, nos resta analisar o sinal da derivada antes e depois de cada um dos pontos
criticos. Para isso, basta escolher um valor qualquer compreendido no intervalo desejado
e substitui-lo na expressdo da derivada.

f(=3)=2-(-3)*>-6-(=3) - 20
f'(-3)=16 (9.108)

ff(1)=2-1>-6-1-20
f(1)=-24 (9.109)

f(6)=2-6>—6-6-20
f'(6) =16 (9.110)

Desse modo, é possivel concluir que, antes do ponto x = -2 a fung¢do apresenta um
comportamento de crescimento, assim como ap6s o ponto x = 5, uma vez que as derivadas
apresentam valores maiores que zero quando analisadas antes e apds esses dois pontos
criticos, respectivamente. J& no intervalo entre os pontos a derivada apresenta valores
menores que zero, e, portanto, a func¢do apresenta comportamento decrescente.

E facil observar tais caracteristicas da funcao pelo gréfico da mesma na Figura 9.10.4.

Y4

Figura 9.10.4: Grafico de f(x) = 5x° — 3x* — 20x
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Maximos e minimos

A partir do conhecimento acerca de pontos criticos e sobre a maneira de determinar
o comportamento de crescimento ou decrescimento de uma fungdo é possivel estudar
mais uma parte importantissima da construgdo de graficos: os mdximos e os minimos de
uma funcao.

Primeiro é necessério saber que existem dois tipos de classificagdo para maximos
e minimos: os locais e os globais. O locais sdo aqueles que, observando apenas uma
vizinhanga em relacdo ao ponto estudado é um méximo ou minimo, enquanto que um
ponto global é aquele que adquire esse titulo mesmo quando todo o dominio da fungdo
é levado em conta.

Exemplo 9.10.3

a)f(x) = 2x3 + 7x% + 4x

1
s

NEN

Figura 9.10.5: Gréfico da fungao f(x) = 2x% + 7x* + 4x

Observando o grafico da Figura 9.10.5 é facil notar que, em torno do ponto A, ele é
aquele que adquire o maior valor, e portanto, pode ser chamado de maximo. Da mesma
maneira, o ponto B pode, em torno de sua vizinhanca, ser chamado de minimo, uma vez
que ele nos d4 o menor valor da fun¢do naquela regido.

Entretanto, observando todo o dominio da fungéo, é possivel ver que, de fato, a fungdo
apresenta valores maiores que aqueles observados em A e B e, portanto, os mesmos
representam apenas um maximo e um minimo locais.

b)h(x) = —x> +x +2
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Figura 9.10.6: Gréfico da fungao h(x) = —x*> + x +2

Aqui, diferente do exemplo anterior, no ponto C a func¢do apresenta seu maior valor,
e portanto esse é um ponto de maximo global. Note que nesse caso ainda existe mais
uma diferenca, onde aqui ndo hd ponto de minimo, uma vez que a funcdo se estende
infinitamente no sentido negativo.

Com a imagem bem definida de como se identifica graficamente os maximos ou
minimos de uma fung¢do, vamos agora defini-los a partir do que ji4 conhecemos sobre
derivadas.

Note que, para um ponto ser maximo ou minimo, ele deve ser um ponto onde a fungao
apresenta uma saturacdo, ou seja, onde ela fornece o valor maximo ou minimo, ao menos
na vizinhanga do mesmo, isto é, ap6s esse ponto ela deve comegar a diminuir, caso seja
um ponto de maximo, ou crescer, caso seja minimo.

Como vimos, um ponto numa fungdo que marca o local de mudanga do sinal de sua
derivada é aquele chamado de ponto critico. Ou seja, para identificarmos pontos de
maximo ou de minimo devemos primeiramente encontrar os pontos criticos da funcao.

Para identificar se um ponto p qualquer é mdximo numa funcdo f(x) devemos pri-
meiramente identificar se esse ponto é um ponto critico. Caso seja, serd méximo se
f'(x) > 0 parax < pese f'(x) <0 para x > p numa vizinhanga de p.

Para identificar se um ponto m qualquer é minimo numa fungdo g(x) devemos
primeiramente identificar se esse ponto é um ponto critico. Caso seja, serd minimo
se g'(x) > 0 para x <mese f'(x) < 0 para x > m numa vizinhanga de m.

Concavidade e pontos de inflexao

Seja f(x) uma funcdo qualquer, jad vimos que a derivada dessa funcdo expressa
a inclinagdo da reta tangente ao gréfico. Dessa forma, a equagdo dessa reta, a qual
chamaremos aqui de T(x), pode ser escrita, num ponto p qualquer, como

T() = f(x) + f (P)(x = p) (9.111)

Observe a Figura 9.10.7 que representa o gréfico de duas fungdes quaisquer e suas retas
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tangentes. E simples dizer que essas fungdes apresentam concavidade para cima nesses
intervalos grafados e, note que, durante todo o grafico, o valor das fungdes é sempre
maior que o valor das retas T(x). Dessa forma, podemos fazer a seguinte definigao.

Figura 9.10.7: Fung¢des com concavidade para cima e suas retas tangentes

Dizemos que f(x) tem concavidade para cima num intervalo I se
f(x) > T(x) (9.112)

quaisquer que sejam x e p em 1.

Podemos definir de maneira andloga, que uma funcdo tem concavidade para baixo
a partir de suas retas tangentes

Figura 9.10.8: Fung¢des com concavidade para baixo e suas retas tangentes

Dizemos que f(x) tem concavidade para baixo num intervalo I se
f(x) < T(x) (9.113)

quaisquer que sejam x e p em 1.
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Yo Ya

=] W
=] [ ——

Figura 9.10.9: Ponto de inflexdo em fung¢des quaisquer

Vimos os casos onde a fung¢do apresenta concavidade para cima ou para baixo, onde
neles, a fun¢do sempre apresenta um valor maior ou menor que o de sua reta tangente,
respectivamente. Mas e o caso onde os valores das duas curvas é o mesmo? Esse ponto é
especial pois ele marca a mudanga de concavidade da fungao.

Ponto de inflexdo é todo ponto no qual a a reta tangente apresenta o0 mesmo valor
da funcdo - T(p) = f(p) - e a seguinte propriedade

T(p) - f(p) >0, parax <p

T(p)— f(p) <0, parax >p

ou
T(p) - f(p) <0, parax <p

T(p) - f(p) > 0, parax >p

Dessa forma, a concavidade antes do ponto de inflexdo serd sempre diferente da
concavidade ap6s ele.

Podemos ainda definir o seguinte teorema acerca da concavidade de fungoes.

Teorema: Considere uma funcdo f(x) qualquer que admita derivada de segunda
ordem num intervalo I de seu dominio.

1) Se f”'(x) > 0 nesse intervalo, entdo f terd concavidade para cima em I.

2) Se f"’(x) < 0 nesse intervalo, entdo f terd concavidade para baixo em I.

Exemplo 9.10.4

Considere as seguintes funcdes e determine sua concavidade
a)f(x) = —x2

Devemos calcular f”(x) para determinar sua concavidade

flx) = —x*
fl(x) = —2x (9.114)
f(x) =-2

Como ja era de se esperar conhecendo o grafico dessa fungédo, sua segunda derivada
é uma constante negativa, isto é, sua concavidade é voltada para baixo em todo o seu
dominio.
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b)f(x) = Vx parax >0
f@)=x
1 1
fx)=2x72 (9.115)
fr =gt

Aqui, notamos que para qualquer valor de x em seu dominio (x > 0), f’(x) < Oe,
portanto, a func¢do apresenta concavidade para baixo.

o f(x) =sen(x)emx = Zex =3¢

f(x) = sen(x)
£/(x) = cos(x)
f7(x) = —sen(x) (9.116)

8o

Assim podemos ver que a funcdo seno apresenta mais de uma concavidade presente
em seu gréfico. Além disso, por ser uma fungdo periddica, caso sua segunda derivada
fosse calculada para outros multiplos de 7t seria possivel ver que seu sinal iria oscilar
entre positivo e negativo infinitamente. Essa oscilagdo entre concavidade para cima e
para baixo é o que d4 a essa fungado seu carater ondulatério.

Por fim, vale a pena destacar o uso da segunda derivada na determinagdo de maximos
e minimos de uma funcao.

Anteriormente foi utilizado um método onde se observa o valor da derivada antes e
depois de um ponto critico qualquer afim de determinar como se classifica aquele ponto.
Agora, com o conhecimento sobre a derivada segunda de uma funcéo e sua concavidade,
podemos simplesmente calcular o valor da mesmo nesse ponto critico de interesse e, a
partir do seu sinal, determinar se é um ponto de méximo ou minimo.

Pontos criticos que apresentam concavidade para cima (f”’(x) > 0) sdo pontos de
minimo.
Pontos criticos que apresentam concavidade para baixo (f”(x) < 0) sdo pontos de
maximo.

Exemplo 9.10.5

Determine os pontos criticos de f(x) = x> + x* e diga se sdo pontos de maximo ou
minimo.
Solugéo

flx) = x>+ x?
f/(x) =32 + 2x (9.117)

f’(x)zO@szoux:—g

Agora vamos analisar o valor de f”'(x) nesses pontos criticos encontrados
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f/(x) = 3x% + 2x

f(x)=6x+2 (9.118)
(0 =2
f ,,( )2 (9.119)
fr(=35) =-2
Para x = 0 a funcdo apresenta concavidade para cima e, portanto, f(0) é um ponto de
minimo. Jd em x = —% a fungdo apresenta concavidade para baixo e por isso é um ponto

de méaximo.

Construindo o esboc¢o de um grafico

Com os conceitos e conhecimentos adquiridos até o momento se torna possivel e de
certa forma, muito simples construir o esbogo de um grafico para uma fung¢do qualquer.
Isso é de extrema importancia para analisar certas caracteristicas de uma fung¢do de
maneira mais f4cil e visual, sem a necessidade de um estudo matematico mais profundo
da mesma.

Para isso, basta seguir os passos a seguir.

1. Encontre os pontos criticos da fungao
2. Determine os intervalos de crescimento e decrescimento
3. Determine os pontos de maximo e minimo, tanto globais quanto locais

4. Encontre as raizes da func¢do (no caso de um esbogo, uma simples aproximagdo é
adequada)

9.11 Regras de L'Hospital

No capitulo que tratamos de limites envolvendo infinitos fomos apresentados a
manipulagdes algébricas que resolvem determinados problemas em que lidamos com
© 0

indeterminagdes dos tipo I e §, mas tais manipulagdes podem ser um tanto quanto

[o0]

exaustivas, dai temos duas regras para resolvermos esses caso.

1* Regra de L'Hospital

Sejam f e g duas fungdo derivaveis no intervalo entrep —rep e entre p e p + 7, com
g'(x) # 0 para 0 < |x — p| < r. Nestas condigdes, com

lim f(x) =0 lim g(x) =0 (9.120)

x—=p x—p

entao, se

| )
lim [g, (x)] (9.121)
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X
existe, entdo o lim [&] existe e é tal que
x—p g(x

lim [@] = lim [ Fx) ] (9.122)
-p|g(x)| x>p|g'(x)

0
Ou seja, quando o limite do quociente de duas fung¢des é indeterminado do tipo Rl

podemos derivar as fungdes do numerador e do denominador para encontrarmos o valor
determinado do limite.
2% Regra de L'Hospital

Sejam f e g duas funcdo derivaveis no intervalo entre m e p , com g’(x) # 0 entre m
e p. Nestas condi¢des, com

lim f(x) = o0 lim g(x) = o0 (9.123)

X—p X—p

entao, se

i [f /(x)] (9.124)

m
x—p g’ (x)

] existe e é tal que

0 [ F X
i3 g |~ ) 0129

existe, entdo o lim,_,), [{%

Assim, temos que o limite do quociente entre duas fung¢des indeterminado do tipo
0
—, para encontrar seu valor determinado, podemos derivar as fun¢des do numerador e
(e 0]

denominador.

. X —6x°+8x—3
Exemplo 9.11.1 - lgl} e

Solugéo

. . . 0 . .
Quando fazemos o limite, encontramos a indeterminagao o’ ou seja, podemos apli-

car a primeira rega de L'Hospital derivando separadamente o numerador e denominador,
tal que
. x°—6x>+8x—3 . 5x*—18x?+8
lim =lim ————
x—1 xt -1 x—1 453

portanto,

. 5x*—18x*+8 5-18+8 5
L 0126
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Exemplo 9.11.2 - lim S
-0 X

Solugéo
Este é um limite trigonométrico fundamental que normalmente é demonstrado pelo
teorema do confronto, mas pode ser obtido pela 17 Regra de L'Hospital, uma vez que

limsenx =0 limx=0
x—0 x—0

entdo, fazendo as derivadas temos que

lim 27— i 22X (9.127)
x—0 X -0 1

demonstrando o limite que ja era conhecido.

1—
Exemplo 9.11.3 - lim -t

x—0
Solugéo
Este é um limite trigonométrico onde quando fazemos o limite temos a indeterminagao

.0 . . . .
do tipo g assim aplicamos a 1* Regra de L'Hospital, uma vez que os limites separados
sdo

Iim1—cosx =0 limx=0
x—0 x—0

entdo, fazendo as derivadas temos que

1 —
lim —— % _im 2% _ g (9.128)
x—0 X -0 1

encontrando seu valor definido.

X

Exemplo 9.11.4 - lim <

x—oo X

Solucao
Quando fazemos os limites separados neste exemplo temos

lim €* = oo lim x = oo

X—00 X—00
. . . ~ . w . .
ou seja, encontramos uma indeterminagdo do tipo —, de maneira que podemos aplicar a
(0]
2% Regra de L'Hospital. Assim, fazendo as derivadas temos que

e* e*
Iim — =limx - co— = o0 (9.129)
x—00 X 1

o que nos livra da indeterminacao.
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x* + 3x
Exemplo 9.11.5 - lim ———
P x—oo x4+ x3 + 2
Solugéo
Fazendo os limites separados obtemos

lim x* + 3x% = limx*+x3+2=w

X—00 X—00

assim, podemos aplicar a 2% Regra de L'Hospital, onde fazendo as derivadas

. x* = 3x2 43 +6x
x—c0 x4 —x3 +2 x>0 4x3 4+ 3x

(o]
porém ainda continuamos com a indetermina¢do —, mas nada nos impede de derivar
(o]

até que a indeterminacdo desaparece, tal como

o 4x3 +6x . 12x2 + 6 . 24x 24
= lim

= T lim—— = lim —— = lim — =1 9.130
SO A3 + 302 Ao 1222 4 6x i 2Ax + 6 1o 24 (9.130)

9.12 Introducao as derivadas parciais

Agora que vocé ja sabe tudo (ou quase) sobre derivadas ordindrias, passaremos
para as derivadas de fun¢des de mais de uma varidvel. As fungdes de varias varidveis
sdo extremamente importantes para a Fisica, j4 que o nosso Universo tem, a principio,
3 dimensdes espaciais e diversas propriedades fisica dependem do ponto do espaco
analisado, como o potencial gravitacional. Mais do que isso, existem propriedades que
dependem da derivada dessas fun¢des em cada uma das dire¢des separadamente, ou seja,
das suas derivadas parciais, que é o caso da forga gravitacional.

Considere uma fungdo f que associa 7 = (x, ¥,z) a um ntmero real f(#). A derivada

parcial de f em relacdo a x, por exemplo, denotada por 3—;[, é a fungdo de 7"dada por

of (D= lim f(x+ Ax,y, z) — f(x,y,2)

Jx Ax—0 Ax

(9.131)

nos pontos 7 para os quais o limite existe, e analogamente para as variaveis y e z, como
seguem 9.132 e 9.133.

of , .. f(xy+Ayz)-1£(xy,z)
dy ()= AI;II—IJO Ay (9.132)
of , .. fxyz+Az)-f(xy,z)
Z(?)z Alir—r}o Az (.133)

Na pratica, calcular a derivada parcial de uma fun¢do de muitas varidveis é o
mesmo que calcular a derivada de uma fungdo ordindria, mantendo as outras varidveis
como constantes. Veremos melhor com um exemplo:
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Exemplo 9.12.1 - Calcule as derivadas parciais com relacio as variaveis x e z da funcado
f(x,y,z) = xy> + e + x*sen(z)

Solugéo

d
Calculando —f (considere y e z constantes):

ox

I ox o 2
g—y $+W+SEW(Z)W

o 4z 2 9.134
g—y + ze*™* + 2xsen(z) (9.134)

d
De maneira anéloga, calculamos —f (considere x e y constantes):

0z

df dxy’) 9 ,dsen(z)
dz oz * 0z X 0z
af

- =0+ xe + x%cos(2)

0z

)
a_jZ’ = xe* + x°cos(2) (9.135)

d
Exercicio para o leitor: calcule 8_f (considere x e z constantes) para o caso do exemplo
Yy

anterior.

9.12.1 Operador gradiente

O vetor gradiente de uma fungdo é simplesmente um vetor cujas coordenadas sdo
as derivadas parciais da fun¢do com relagdo a cada coordenada. Definimos entao

L of of. of.

Como o gradiente de f é um vetor, podemos fatorar a fungdo f de todas as suas entradas,

Jd d d
ox’ dy’ dz
podemos definir um objeto matemdtico do gradiente independente da funcdo tomada: O
operador gradiente, definido por

ja que ela é s6 um escalar. Assim, obtemos que Y f= ( ) f. Isso nos sugere que

> d A
V= gl + k (9137)

O operador gradiente aplicado em uma fung¢do nos d4, obviamente, o vetor gradiente
de f.
Exercicio para o leitor: calcule o vetor gradiente da fun¢do do exemplo 9.12.1.
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Operador gradiente como derivada direcional

E se quisermos verificar como a fung¢do varia em outras dire¢des, além da x, y
e z? Muito facil! Basta projetarmos o vetor gradiente da funcdo na direcdo desejada.
Matematicamente, dizemos que a derivada direcional na diregdo do vetor i/ é dada pelo

produto escalar entre o vetor gradiente de f, Y f e adiregdo de it
i
2]

Exercicio para o leitor: calcule a derivada direcional da fungdo do exemplo 9.12.1 na
direcdo do vetor iZ = (1,2, 3).

9 _Vf.a=vf. (9.138)

Obviamente, a derivada direcional de f deve se reduzir a uma derivada parcial de f,
se calculada na direcdo das suas coordenadas. Isso é facilmente verificdvel se calcularmos,
por exemplo, a derivada direcional de f na direcdo x. Ela é dada por

5. o [9f Of If _of
Vf'x—(g,a—y,g)'(l,o,())—a

(9.139)
e 0 mesmo para as coordenadas, como esperavamos.

Mas em qual diregdo a derivada direcional vai ser a maior possivel? Dito de outra
maneira, em qual dire¢do a fungdo cresce mais rapidamente? Por hora, chamaremos a
direcdo em que a fungado cresce mais rapidamente de 9. Assim, a derivada direcional ao
longo de v é dada por

o _ V-0 =|Vflidllcosa, (9.140)
dv
em que a é o angulo entre o vetor gradiente e a direcdo em que a funcdo cresce mais
rapidamente. E facil ver que, como ||§ fll tem um valor fixo (s6 depende de f), |9l =1 e

0 cosa estd limitado entre 1 e —1 , o valor médximo de—== sera no ponto em que o cosa é

Jdo

maximo, ou seja, cosa = 1. Isso implica que a = 0.

A diregdo em que a fungdo cresce mais rapidamente é a diregdo do préprio vetor
gradiente de f. Analogamente, a dire¢do em que a fun¢do decresce mais rapidamente
é aquela em que cos @ = —1, ou seja, na dire¢do contraria do vetor gradiente de f.

9.12.2 Propriedades do Gradiente

Por ser um pack de derivadas, o operador gradiente compartilha diversas proprie-
dades com as derivadas ordindrias. A saber:

e Linearidade: V(a f+pg = av f+ ﬁﬁg, em que a e  sdo constantes;

e Regra do Produto: ﬁ(fg) = f(ﬁg) + g(ﬁf);

R VF) - f(V

e Regra do Quociente: V (g) = W, com g(x, ,z) # 0 para todo 7 = (x, , 2).
Exercicio para o leitor: prove cada uma dessas propriedades. Se vocé fez isso no

estudo das derivadas ordindrias, este ndo deve ser um grande desafio para vocé.
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9.12.3 Gradiente graficamente

Para facilitar o entendimento de como funcionam as fung¢des de muitas variaveis
e o gradiente, considere uma funcao f : R? — R, de duas variveis, que relaciona um
par 7 = (x, y) ao numero real f(7). Nesse contexto, o gréfico da funcdo f é uma superficie
sobre o plano cartesiano, como mostra a figura 9.12.1:

4

Figura 9.12.1: Gréfico de uma fungdo arbitrdria qualquer.

Para entender como o gradiente e a derivada direcional aparecem no gréfico, tomemos
o exemplo da fungdo f(x, y) = —(x* + y*) em que z = f(x, y) (figura 9.12.2). O formato da
funcgdo é o de um paraboloide, com concavidade voltada para baixo. O vetor gradiente
desta fungédo é calculado como

2 2 2 2
Vf= _(8(x81 Y ),8(xa;y )) _ _v2y)

Vf=-27 (9.141)

Figura 9.12.2: Gradiente no plano xy do paraboloide
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Sendo entdo, um vetor no plano x-y na diregdo radial! Comparando a figura 9.12.2 com
0 que vimos na se¢do 9.12.1, constatamos que de fato o vetor gradiente aponta na direcao
em que a fungdo cresce mais rapidamente, na dire¢do do seu méximo, que fica na origem.
E interessante notar que, assim como no estudo das derivadas ordindrias, o maximo da
fungdo é um ponto critico, onde agora o vetor gradiente é nulo. A derivada direcional,
neste contexto, mede a taxa de varia¢do da fungdo estudada na dire¢do escolhida no plano

xX—.

9.12.4 Potenciais em Sistemas Conservativos

Como dito na introdugao, as fungdes de vérias varidveis e o operador gradiente sdo
muito tteis na andlise de sistemas fisicos em 3 dimensdes. Em especial, sistemas fisicos
conservativos, como os gravitacionais ou eletrostéticos, apresentam uma grandeza fisica
chamada potencial, ®(x, y, z), sendo uma fungéo escalar que depende de cada ponto ¥do
espago. O potencial guarda a informacgdo de quanto trabalho por unidade de massa/carga
um sistema pode realizar, dadas as suas condigdes iniciais. Assim, podemos definir
a energia potencial (agora s6 no caso gravitacional, para deixar mais simples) de um
sistema como sendo

V(7) = m®(7) (9.142)

A forca agindo sobre uma particula estd relacionada com o qudo rdpido a energia
potencial associada a essa forga varia ao longo do espago. Matematicamente, a forca em
termos da energia potencial é calculada como

F) = -VV (@) (9.143)

No caso da interagdo gravitacional, o potencial gerado por uma particula pontual de
massa M é dado por

GM GM

Al 2+ y2+22))

O = — (9.144)

em que usamos que ||| =+/x% + y2 + z2. Assim, a Energia Potencial de uma particula teste
de massa m imersa no Potencial acima é dada por

GMm

v (9.145)

V() = -

Desta maneira, a for¢a associada a essa energia potencial é obtida pela equagdo 9.143:

oV v aV). (9.146)

P(f):_(gfa—y,z

Para calcular o vetor gradiente de V, precisamos das suas derivadas parciais. Fazendo
primeiramente com relagdo a x

WV _ 9 2. .2, 21
g——GMm[a(x + Y +2z%) 2]

= —GMm(—%)(xz +12 +22) 73 (2x)
X

= GMm————
(2 + y? + 22)2
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assim, escrevendo em termos de r temos

A% X
a = GMmr—3

e semelhantemente para as derivadas em y e z:

A%
—-— = GMml
Ay r3
e
A% z
oz = CMm
Assim, a forca gravitacional fica
ﬁﬂ:-(GMm%AMMﬁécMm%)
r r r
_ GMm
- 1’3 (x/ y/ Z)
_ GMm
ou seja, como 7 = ”—i“, ficamos com
7
o GM
F7) = -=57,
r

que é a boa e velha forca gravitacional ja conhecida.

(9.147)

(9.148)

(9.149)

(9.150)

através do gradiente de um potencial associado V, tal que

EF=VV

Em resumo, quando falamos de sistemas conservativos, temos que quando existe
. =2 . 7 .
uma forga conservativa F atuando sobre este sistema, ela sempre poderd ser obtida

(9.151)

9.12.5 Identificando sistemas conservativos

Existem diversas maneiras de se determinar se um campo vetorial compde um
sistema conservativo. Acima ja dissemos que sempre que a forga é conservativa, esta é
um campo vetorial proveniente de um gradiente de um campo escalar. Embora até o
momento ndo consigamos determinar qual o campo escalar que da origem a um campo
vetorial, conseguimos determinar se um campo vetorial vem do gradiente de um campo

escalar.
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Teorema 9.12.1 Considere o campo vetorial

o d ~

F(x,y,z) = M(x,y,2)i + N(x, y,2)] + P(x, y, 2)k

continuo e diferencidvel em todo seu dominio, considerado simplesmente conexo, tal que suas
componentes possuem derivadas continuas. Dizemos que este campo é conservativo se as
igualdades a sequir sdo verdadeiras

OM _ ON ON 0P OM _ 9P

oy ox 7 9y o Tox 0192

Um dominio simplesmente conexo ndo possui furos. Por exemplo, um circulo é
simplesmente conexo, mas um anel ndo, uma vez que seu complemento consiste de duas
regides desconexas. Uma regido no espago tridimensional é simplesmente conexa se toda
curva fechada simples na regido limita uma superficie da qual o grafico estd na regido.

Este teorema pode ser simples manipulagdes algébricas e entendimentos de derivadas
parciais, como faremos a seguir. O campo vetorial, caso conservativo, pode ser escrito

CcCOmo
F =M i+ N §+ P P P
(x/ Y, Z) - (x/ Yy, Z)I + (x/ Y, Z)] + (x/ Y, Z) - al + a_y] + g
Assim,
_df _df _df
M= = N=3, P=> (9.153)

Tenhamos em mente o fato de que quando um campo é continuo e suas derivadas
também, quando temos uma derivada parcial de segunda ordem com relagdo a diferentes
varidveis, podemos afirmar que

Pf Pf
dxdy  dydx ©.154)
Entédo, com essa ideia, temos que
J o2 9
B_M:i_f: f: f (9.155)
dy dy\dx) Jdydx Ixdy
de maneira que podemos isolar a ultima igualdade como
d (df\ ON
ou seja,
oM _oN
dy  ox

Podemos chegar as outras igualdades do teorema da mesma maneira, mas ndo
é necessdrio que o leitor saiba demonstrar todas as equagdes. Ainda nos extendendo,
quando o teorema ¢é verdadeiro, dizemos que o campo tem uma diferencial exata, mas
este é um tema trabalhado em disciplinas mais avancadas de célculo.
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Exemplo 9.12.5.1 - F= (eXcosy + yz)i + (xz — e*seny)] + (xy + z)k
Fazendo as derivadas da primeira igualdade do teorema, teremos que

oM " ON

— = —é¥sen(y) +z — =z —¢"sen 9.157

Sy ) - ) 9.157)
portanto, até o momento, ndo sabemos dizer com certeza se estamos lidando com um
campo conservativo ou ndo. Com a segunda igualdade do teorema, temos que

N _
dz

ON

X o X (9.158)

e para chegarmos a uma conclusao definitiva, fazemos a terceira igualdade do teorema
oM JP
oz Y ax Y
Assim, concluimos que o campo em questdo é conservativo, logo ele é o gradiente de
um determinado campo escalar f.

(9.159)

Exemplo 9.12.5.2 - EF= (2x=3)i—-z]+ coszk

Fazendo os testes vemos que

oM ON oM JP
_8y =0= e = = 0= > (9.160)
porém o terceiro teste falha, uma vez que
oP ON

Assim, este campo ndo é conservativo.

Vale lembrar que existem exemplos em que o teste das derivadas é satisfeito, mas
o dominio do campo ndo é simplesmente conexo, logo o campo nédo serd conservativo.
Determinar a conectividade de um dominio é possivel através de integrais de linha sobre
o caminho em que o dominio do campo é descrito, mas isso ndo serd discutido aqui por
se tratar de um contetido mais avancado.



Capitulo 10

Integral

10.1 Soma de areas

Desde a antiguidade, matematicos e leigos se propde a solucionar o problema de
determinar areas de figuras planas, motivados, principalmente, por questdes de expansao
territorial. Vamos supor que nos empenhamos, também, na tarefa de encontrar uma
expressao que represente a drea de um certo circulo de raio R.

Uma forma interessante de se encarar este problema seria, por exemplo, através de
algumas aproximagoes com dreas de outras figuras ja conhecidas. Para isso, considere
inicialmente um quadrado de lado [ inscrito nesse circulo. Podemos dividi-lo em 4

tridngulos idénticos de 4rea:

S P A

Figura 10.1.1: Quadrado de lado L inscrito no circulo de raio R

_bh_P
T2 4

Assim, se somarmos as dreas dos quatro tridngulos interiores ao quadrado, podemos
considerar que, grosseiramente, a drea do circulo se assemelha & drea do quadrado da
seguinte maneira:

Ay

12
Ac~4A =47 =P =4

onde A, € a drea do circulo e A, é a drea do quadrado.

235
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Como essa estimativa ndo representa muito bem a area do circulo, fazemos outra
tentativa substituindo o quadrado por um poligono com um niimero maior de lados,
como um hexdgono de lado g, e o dividimos em 6 tridngulos equilateros.

Figura 10.1.2: Hexdgono de lado a inscrito no circulo de raio R

Novamente somando as areas dos tridngulos, temos uma nova aproximagao:

2V3 4233 B

4 2

,ou seja, a drea do hexdgono A, representa melhor a do quadrado Ay, ja que este poligono
possui um ntimero maior de lados.

Para uma aproximacdo ainda melhor, inserimos no circulo um poligono com um
namero cada vez maior de lados e dividimos essa figura indefinidamente em termos de
triangulos, na esperanca de que, em algum momento, a soma das dreas de todos esses
tridngulos internos seja igual a drea do circulo.

Ao~ 6.A; = 6 Ay > Aq

Figura 10.1.3: Poligonos de # lados inscritos no circulo de raio R

Se a cada tentativa aumentarmos o ntmero de tridngulos internos, melhor esse
poligono se encaixa ao formato do circulo, até 0 momento em que essa igualdade se
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faz real:

A—lbh +1bh+ +1bh—zn:1b'h'—zn:A
c—211 222 Znn—i:1211—i:l ti

Vemos aqui que podemos representar essa soma através da utilizagdo da letra grega
Sigma (L) que representa um somatdrio, nesse caso, das reas de cada um dos tridngulos
internos que cobrem o circulo. Tais tridngulos sdo enumerados pelo subindice i que, de
acordo com a notagao utilizada, varia de 1 a n, sendo n um ntimero qualquer.

No entanto, ndo importa quantos tridngulos internos existam dentro do circulo, os
triangulos sempre deixam um certo espacamento entre suas bases e a circunferéncia.
Dessa forma, a altura dos tridngulos (dada do centro do circulo até a base dos tridngulos)
sempre difere-se do raio do préprio circulo, fazendo com que a igualdade entre dreas ndao
seja alcangada.

Entretanto, note que, a medida que o nimero de tridngulos internos cresce, menor se
torna essa diferenga entre a altura (/) e o raio (R). Com isso, podemos assumir que, no
limite em que o nimero de tridngulos tende ao infinito, o espagamento entre a base do
tridngulo e a circunferéncia se torna tdo pequeno que, se esse limite existe, a medida da
altura dos tridngulos deve convergir para a medida do raio do circulo até que se igualem.
Ou seja:

lim h =R
n—00
sendo n o numero de tridngulos internos.

Seguindo esse raciocinio, nesse limite em que os tridngulos ocupam toda a drea do
circulo, a soma do comprimento de todas as bases dos tridngulos deve ser igual ao
comprimento da circunferéncia:

h+b2+m+bn=z:h=2nREb
i=1

paran — co.
Por fim, podemos definir que:

i=1

Que é a expressdo conhecida para a area de um circulo de raio R.

bih; = M:%mme:nw

1
2

N =

10.2 Area abaixo de funcdes

O processo de determinar a drea de uma certa figura plana aproximando-a de outras
figuras de areas ja conhecidas pela geometria elementar é chamado de método da exaustdo.
No exemplo anterior, o método foi utilizado para encontrar a drea de um circulo de raio
R, através da soma das &reas de infinitos tridngulos inscritos a ele. De forma anéloga,
podemos reproduzi-lo para determinar a drea de outras figuras planas quaisquer.

Considere, portanto, que queiramos definir a drea A de uma regido plana situada
abaixo da curva de uma certa funcdo f, definida dentro de um intervalo fechado [a,b]:
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a b

Figura 10.2.1: Area A abaixo da curva f no intervalo [a, b]

Aqui, ao invés de tridngulos, usaremos retangulos para fazer a aproximagdo. Para
isso, comecamos definindo n pontos diferentes dentro do intervalo [a,b], ao longo do eixo
das abscissas, e denotamos os pontos como x;, de xp a x;;, de forma que:

A=x)0<X1 <X < ..<Xy_1<x,=0D

Esse conjunto de pontos {xg, x1, x2, ..., X} € chamado de particio (P) de [a,b] e subdivide
tal intervalo, ndo necessariamente de forma equidistante, em 7 subintervalos fechados
[xo0, x1], [x1,x2], ..., [Xn-1,x4]. O subintervalo fechado tipico [x,-1,x,] é chamado de n-
ésimo subintervalo da particdo de [a,b]. O comprimento de cada subintervalo é dado por
Ax; = x; — x;_1, onde i pode assumir qualquer valorentrelen,i=1,2,..,n.

Axl sz AX
P ————P n
X,~a X, X, X X

Figura 10.2.2: Particdo (P) de [a, b]

Em cada um dos intervalos, escolhemos um ponto qualquer ¢; (aqui, utilizaremos c;
como o ponto médio entre x;_; e x;) e construimos um retdngulo com base no eixo x e que
toca a curva de f no ponto (c;, f(c;))-
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0 2 [ n:l’n

xlx] X X X X X X
¢ c C. c

Figura 10.2.3: Constituicdo de retdngulos de base Ax de altura f(c;) no intervalo [a, b]

A figura a seguir exemplifica os casos em que n = 6 e n = 12:

y Y

Figura 10.2.4: Casos em 1 = 6 (esquerda) e n = 12 (direita)

Dessa forma, cada retdngulo possui uma base de tamanho Ax;, uma altura de f(c;) e
uma 4rea respectiva de

Ari = AXi : f(ci)

onde A, é a drea do i-ésimo retangulo, que poderd ter um valor positivo, negativo ou
nulo, dependendo do valor de f(c;), j que Ax; é sempre positivo.

E comum encontrar também casos em que ¢; = x;_1 ou em que ¢; = X;:
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““\thh_ .

g —
)

Figura 10.2.5: Casos em c¢; = x;_1 (esquerda) e ¢; = x; (direita)

A soma das areas dos n retangulos sera dada por:

S = fler)Axs + f(e2)Axa + .. + flen)Ary = ) fle)Ax;
i=1

conhecida como Soma de Riemann da funcdo f(x).

Contudo, essa aproximagdo ainda ndo ¢, de fato, a melhor possivel. Vimos no exemplo
anterior que, a medida que o nimero de tridngulos internos aumentava, a soma de suas
dreas aproximava-se intuitivamente da drea do circulo. O mesmo pode ser aplicado aqui
para que a soma das dreas retangulares aproxime-se da area A, definida pelo espago
abaixo da curva de f(x) e dentro do intervalo [a,b].

Assim, aumentamos indefinidamente o namero de parti¢des e, consequentemente, o
nimero de retdngulos dentro do intervalo [a,b], de forma que n — oo e cada um dos
comprimentos Ax; seja tdo pequeno que tenda a zero e que a Soma de Riemann assuma
um certo valor limite A, que é o valor da drea que buscamos:

n
ENCEY

Por fim, dizemos que, se f(x) é um fun¢do continua em um intervalo fechado [a,b], f
serd integrdvel nesse intervalo para quaisquer partigdo e c;’s escolhidos, e A é a quantidade,
o nuimero que representa a integral definida de f em [a,b]. Logo:

n b
lim Z flei)Ax; = f f(x)dx = A — integral definida de f(x) em x
Axi—>0 i—1 a

10.2.1 Notacao de integral definida

Neste momento, é necessario entender a mudanca de notagdo quando consideramos
o limite em que Ax; — 0. A diferenca Ax torna-se tdo pequena que a escrevemos como o
intervalo diferencial dx. A fungao f(x) passa a ser o integrando, que é aquilo que pretendemos
integrar.
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Note que o somatério X passa a ser indicado pelo simbolo f , que podemos en-
carar como um ”S alongado”. Essa mudanca de representagdo revela a principal ca-
racteristica da integral definida, de retratar uma soma continua em um intervalo fe-
chado. Ao contrario da soma discreta sobre valores definidos e individuais que re-
alizamos quando ainda estdvamos adicionando cada um dos retangulos de base Ax;
(f(c1)Ax1 + f(c2)Axp + ... + f(cu)Axy), agora enfrentamos o problema em que somamos
quantidades em todo o continuo do intervalo fechado [a,b], ou em outras palavras, inte-
gramos uma fungdo dentro daquilo que denominamos limites de integragdo.

Esses limites de integracdo indicam os extremos do intervalo sobre o qual se realiza a
soma. Na integral, escrevemos os limites nas extremidades de f , de forma que, se estamos
calculando em [a,b], escrevemos a como o limite inferior e b como o limite superior.

Se f é integravel nesse intervalo, podemos dizer que:

fubf(x)dxzfabf(j)dj:fabf(t)dt,

que significa que podemos usar qualquer simbolo como varidvel independente de integragio.
Finalmente, a expressao
b
[ e
a

é lida como “integral de a até b de f(x) em relacdo a x”. Essa notagdo nos permite
transformar longos e complicados cédlculos em um formato mais compacto, elegante e
simples de se trabalhar, e serd recorrentemente utilizada ao longo dos estudos de integrais.

10.3 Primitivacao

Diante do apresentado na segdo anterior, podemos nos perguntar, no &mbito dos
problemas resolvidos até aqui, como essa nova ferramenta se relaciona com o processo
de derivagdo e como pode ser ttil na resolug¢do de novas questdes.

Até este ponto, desenvolvemos técnicas para possibilitar a determinagdo da derivada
de uma fungdo. Agora, é possivel propor o inverso; dada uma derivada, a partir de qual
fungdo podemos obté-la?

Primeiramente, devemos nos familiarizar com o vocabulério do problema. A funcdo
procurada damos o nome de primitiva, enquanto chamamos o processo de obtencdo de
uma fungédo a partir de sua derivada de primitivagio.

Neste sec¢do, trataremos derivadas com letras mintisculas, como f(x), e suas respectivas
primitivas como F(x), de forma que valha a relacdo F'(x) = f(x).

Observe os exemplos a seguir. Dadas as derivadas:

fx)=5 ; gx)=16x" ; o(t)=3t ; (10.1)

podemos obter suas primitivas, por inspecao:

d
%[5x] =5 — F(x)=5x (10.2)

%[x16]:16x15 —  G(x) =« (10.3)

t2

1[351—& — V@) =3 10.4
ar2° () = 2 (10.4)
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Agora, analisemos o caso em que F(x) = 5x. Vamos alterar a fung¢do por uma constante,
de forma que F(x), que serd denotada por F'(x), assuma a forma:

FFx)=F(x)+C=5x+C , C=cte ; (10.5)
e, em seguida, vamos deriva-la:
drt  d d(bx) dC
E = E(Sx + C) = i + a (106)

Das regras ja conhecidas, sabemos que a derivada de uma constante é nula e, portanto,
segue que:
d(5x) N dc _ d(5x)
dx dx  dx

+0=5 (10.7)
De forma que obtemos:

d oy

P )] = £ (108)

Essas manipula¢des podem parecer ébvias, porém, escondem um resultado impor-
tante no estudo das fungdes primitivas. A equagdo (10.8) mostra que F'(x) também é
primitiva de f(x), para quaisquer valores de C. Daqui, podemos inferir que, no processo
de primitiva¢do, ndo buscamos uma tnica fun¢do que gere a derivada esperada, mas
uma familia de fungoes, contendo aquelas em que C assume todos os possiveis valores,
satisfazendo a relacio F"'(x) = f(x).

Assim, podemos generalizar os exemplos apresentados para quaisquer valores de C
(note que, anteriormente, haviamos obtido uma tnica solugdo para cada exemplo, com C
=0):

% [5x+C]=5 — F'x)=5x+C (10.9)

%[x16 +Cl=16x — G =x%+C (10.10)

i[eﬁ +Cl=3t — Vip= 3ﬁ +C (10.11)
dr 2 B T2 '

Denotaremos o conjunto-solugdo como:

ff(x)dx = F(x) + C — integral indefinida de f(x) (10.12)

Na perspectiva do que vimos até agora, podemos introduzir uma nova interpretagao
para a integral. Além de representar dreas, ela também faz o papel de antiderivada, ou
seja, o processo de primitiva¢do ndo é nada além de uma integracio.

Note que, diferentemente da integral definida, que fornece um ntimero, por ser calcu-
lada dentro de limites de integragdo, a integral indefinida fornece uma familia de funcdes
como solugéo.

Podemos reescrever os exemplos novamente, utilizando a notagdo de integral indefi-
nida:

f 5dx = 5x + C (10.13)

f 16xdx = 1 + C (10.14)
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2
f 3tdt = 3% +C (10.15)

10.4 Integral Indefinida

Regras de Integracao

A determinagdo de primitivas exige que sejam conhecidas as propriedades das
integrais indefinidas. Devido ao seu cardter antiderivativo, é possivel mostrar suas
propriedades a partir daquelas que caracterizam as derivadas.

As regras bésicas de interesse para os nossos objetivos sdo as seguintes:

f[f(x) + g(x)]dx = ff(x)dx + fg(x)dx (10.16)
f[f(x) - g(x)]dx = ff(x)dx - fg(x)dx (10.17)
fkf(x)dx = kff(x)dx;k = cte (10.18)
fkdx =kx+ C k = cte (10.19)

A B Xn+1 .
fxdx—n+1+C,n¢1 (10.20)

10.4.1 Demonstracao 10.16 e 10.17 - integral da soma e da diferenca de duas
fungoes

A propriedade em 10.16 e, analogamente, em 10.17, pode ser mostrada pela regra
da soma para derivadas.
Seja h(x) uma funcéo do tipo h(x) = f(x) + g(x). Se integracdo e derivagdo sdo processos
inversos, segue que:

% fh(x)dx = h(x)

d
dx f [f(x) + g(0)ldx = £(x) + g(x)

;—x[ f f(x)dx + f g(x)dx] = % f f(x)dx+;—x f g(x)dx

dd_x f Fx)dx + % f g(x)dx = f(x) + g(x)

mas,

e, portanto,

o que resulta em

f[f(x)+g(x)]dx= ff(x)dx+fg(x)dx (10.21)

ou seja, a a integral da soma (diferenga) é a soma (diferenga) das integrais.
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10.4.2 Demonstracdao 10.18 - integral de uma funcdo multiplicada por uma
constante

Podemos obter a relagao 10.18 executando o mesmo raciocinio. E valido que

& [ =k

Mas também é verdade que

%kff(x)dx = k;—x ff(x)dx =kf(x)

Unindo as relagdes, obtemos:

f kf(x)dx = k f f(x)dx (10.22)

10.4.3 Regra da poténcia e Integral de polindmios

A propriedade 10.20 apresenta a regra de integracdo para poténcias simples:

Xn+1
fx“dx =1 +Cn# -1 (10.23)

E importante ressaltar que ela ndo se aplica ao caso em que n = -1, de forma que
é necessario usar outra regra, chamada Regra do log, para calcular esta integral. Assim,
obtemos:

fx_ldx = f)l—(dx =In(x) + C (10.24)

De posse das propriedades apresentadas, estamos aptos a integrar qualquer fungdo do
tipo polinomial. Agora, podemos ver como elas podem ser aplicadas a alguns exemplos.
Vamos integrar as fungdes:

5 4
Exemplo 10.4.3.1 - f(x) = 3 +3x° — =
X

Escrevendo a integral temos

ff(x)dx:f(§+3x5—f—c)dx

O primeiro passo € aplicar a Regra da soma definida em 10.16, tal que
4 4
f(§ +3x° — —)dx = f§dx+f3x5dx— f—dx
3 x 3 x
Agora, podemos avaliar individualmente cada uma das trés integrais:

. fgdx = gx + C1 — Integral de constante
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5 5 x°
° 3x’dx =3 | x’dx =3 Z+C2

o fjl—cdx =4 f %dx =41In(x) + C3 — Regra do log

6
= % + 3C2 — Regra da poténcia simples

Unindo as integrais:

5 x8

= §X+C1 +E +3C2—4ln(x)_c3
5 xb

= §x+ 5 —4In(x) + (C1 +3C, — C3)

Observe que os termos entre parénteses podem ser escritos como uma constante geral:

5 x°
= §x+3—4ln(x)+C

Assim, temos finalmente que
5 6
f(x)dx = gx + > 4In(x) + C (10.25)

De forma que basta acrescentar uma tinica constante no final do processo de integracao,
pois a soma de vdrias constante pode simplesmente ser uma nova constante.

Vx+1
Vx

A integral entdo é denotada como

f g(x)dx = f %V-;ldx

A primeira vista, encontrar a primitiva desta fungao pode parecer uma tarefa ardua,
mas veremos que ela pode ser facilmente integrada com as regras conhecidas. Antes de
avaliar a integral, devemos reescrever a funcdo, de forma que as poténcias fiquem mais
evidentes:

Vx+1 1
glx) = =

Exemplo 10.4.3.2 - g(x) =

1
= X3 -X

N

E, agora, podemos reescrever a integral, utilizando a regra da soma:

f[x_%+x_%]dx:fx_%dx+fx_%dx

Aplicando a regra das poténcias:

1 xl‘% 6 s
° fx‘édx=1_1+C1=§x€+C1

6

_1 xl_% 1
° dex=1 1+C2=2x2+C2
-2



246 CAPITULO 10. INTEGRAL

Unindo as integrais, obtemos a solugao:

1
f AR PR JRP Se (10.26)
Vx 5

10.4.4 Primitivas elementares

Agora, podemos reunir as fun¢des mais recorrentes e suas respectivas integrais
indefinidas.

Funcao Primitiva
sen(x) —cos(x) + C
cos(x) sen(x) + C
sec?(x) tan(x) + C
cossec?(x) —cotg(x) + C
senh(x) cosh(x) + C
cosh(x) senh(x) + C
7 ;xZ arctan(x) + C;x € [-1;1]
arcsen(x) + C;x € [-1;1]
1 -11— x2
_ arccos(x) + C;x € [-1;1]
1 1—|— x2
. In(x)+C
e e+ C
n+1
x" +Cn+#-1
+1

Tabela 10.4.1: Integrais elementares.

O leitor pode conferir as integrais da tabela simplesmente derivando as primitivas.

10.4.5 Solugdes particulares

Vimos que o célculo de integrais indefinidas determina uma familia de fungées que
satisfazem uma relacdo do tipo:

(F(x) +O) = f(x) (10.27)

Em que as solugdes diferem umas das outras por constantes. Se procurarmos fazer
uma andlise gréfica, veremos que as curvas das fung¢des primitivas sdo idénticas, a menos
de translagdes verticais, determinadas pelas constantes:
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725

»{ﬁ

Figura 10.4.1: Primitivas de uma fungdo f(x).

Em diversos problemas em Fisica, é comum que equag¢des de movimento sejam des-
critas por equagdes diferenciais, que sdo aquelas que envolvem uma vdridvel independente,

dy

uma funcado dela e suas derivadas, como em el 3x? +2x. Resolver esse tipo de equacio

x
significa, também, encontrar uma familia de fun¢des que sejam primitivas. Observe o
exemplo:

d
£ 32 4 0x (10.28)

dx
f dy =3 f x2dx +2 f xdx (10.29)

ou seja, simplesmente fazendo as integracdes
y(x) = P+x’+C (10.30)

Entretanto, sabemos que esses problemas envolvem condi¢des iniciais que os caracteri-
zam, de forma que ndo basta encontrar um conjunto de fung¢des que sdo primitivas das
integrais resolvidas, mas aplicar as condic¢Ges iniciais para restringir uma tnica solugdo
que satisfaca essas condi¢des iniciais, através da determinacdo do valor da constante
arbitraria. Vejamos como isso se aplica a expressdo trabalhada acima.
Imagine que seja dada a condigdo de que y(0) = 3. Substituindo x = 0 em (10.30),
encontramos C:
y(0) = (0 + (0> +C=3—C=3 (10.31)

Ou seja, a fungdo que, além de ser solucdo da equacgdo diferencial, corresponde a
condigdo dada é:
y(x) = x> +x° +3 (10.32)

Ao realizar este processo, estamos obtendo uma solugio particular da equagao diferen-
cial.

Considere o caso hipotético em que um corpo é langado para cima, em t = 0, de uma
altura sp = 3m, com velocidade inicial de vp = 15m/s, em um local em que a = 4t + 2.
Podemos obter as equagdes de movimento através das relagdes:

o(t) = fa(t)dt
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s(t)=fv(t)dt,

demonstradas na se¢do 10.7 - Aplicacdes na Mecinica. Integrando a aceleragdo, obtemos:

o(t) = f (4t + 2)dt

o(t) = 21> + 2t + C;

Mas é necessdrio, ainda, obter a solugdo que satisfaz vy = 15m/s:

0(0)=2-02+2-0+Cy=vp=15— C; =15

o(t) = 21> + 2t + 15 (10.33)

Da mesma forma procedemos para obter a func¢do posicao:

s(t) = f (21% + 2t + 15)dt

s(t) = §t3 +12+15t+Cy

Se sg = 3m:

2
s(0)=5-03+02+15~0+c2=50:3—>c2=3

s(t) = §t3 +t2+15t+3 (10.34)

Assim, fica evidente que esse procedimento é bastante conveniente na resolugdo de
problemas, pela simplicidade com que permite determinar os resultados.

10.5 Integral Definida

Agora que ja estamos familiarizados com algumas integrais indefinidas elementa-
res, podemos retornar as integrais definidas e estudé-las mais detalhada e cautelosamente.

Propriedades da integral definida

Assim como nas integrais indefinidas, existem algumas propriedades que devemos
levar em conta para resolugao dos problemas, tais como:
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b b b
f [f(x)+g(x)]dx:f f(x)dx+f g(x)dx (10.35)
b b b
f [f(x)—g(x)]dx:f f(x)dx—f g(x)dx (10.36)
a b a b a
f kf(x)dx = k f f(x)dx, k=cte (10.37)
b C b
f f(x)dx:f f(x)dx+f f(x)dx (10.38)
fa f(x)dx =0 (10.39)
b a
f(x)dx = — f(x)d 10.40
[ so0ax == [ o (10.40)
b b
Se f(x) > g(x) em [a,b]zf f(x)dxzf g(x)dx (10.41)
b
Se f(x) > 0 em [a,b]= f f(x)dx >0 (10.42)
b b
ff(x)dx sf [f(x)| dx (10.43)

10.5.1 Demonstracao 10.35 e 10.36 - Integral da soma e subtracao

As propriedades 10.35 e 10.36 podem ser demonstradas da seguinte forma:
Se f e g sdo fungdes integrdveis em [a,b], existem os limites

n b
lim ) S = f fd

n b
tim, Y steann = | gtoni

e escrevemos entio,

b n
| v s = im, Y g5t + et

- T YA + 1 YAX; 10.44
Al;irilo ; flei)Ax; + Al;irilo ; g(ci)Ax; ( )
b b
= f f(x)dx + f g(x)dx
a a

b b b
f[f(x)+g(x)]dx=f f(x)dx+f g(x)dx (10.45)

ou seja,
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Observa-se também que esta proposigdo pode ser usada para um niimero finito de
fungdes, ou seja,

b b b b
f [f(x) + g(x) + h(x) + ... + q(x)]dx = f f(x)dx + f gx)dx + ... + f q(x)dx
(10.46)

10.5.2 Demonstracdao 10.37 - Integral de uma func¢ao multiplicada por constante

Se f é integravel em [a,b], exite o limite

n b
tim, Y e = | s

e podemos escrever

b n
f Kf(xdx = lim_ Y kf(eoix;
a =

=k L VAX; 10.47
kAlgol; F(e)Ax; (10.47)
b
=k f f(x)dx
portanto,
b b
f kf(x)dx = k f £(x)dx (10.48)

10.5.3 Demonstra¢ao 10.38 - Aditividade

Considere uma certa parti¢do do intervalo fechado [a,b] onde existe um ponto c tal
que a < ¢ < b. Com isso, podemos dizer que o subintervalo [a,c] foi dividido em k partes:

k
Y fleax
i=1

e o subintervalo [c,b], em k — 1 partes:
n
Z f(ci)Ax;
i=k+1

onde

n k n
Zf (ci)Ax; = Z fle)Ax; + Z flci)Ax;
im1 i=1

i=k+1
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Dai, pela definigdo de integral definida temos que:
b n
[ s = pim, Y e

k n
= Al;rgo [Z fle)Ax; + Z f (Ci)Axi)

i=1 i=k+1 (10.49)

k n
_ Alifi‘o; fleaxi + lim Y feay,

i=k+1
= ‘[lcf(x)dx+ fcbf(x)dx
‘[ab f(x)dx = f: f(x)dx + ‘[Cb f(x)dx (10.50)

10.5.4 Demonstracao 10.41 - Dominacao

assim,

Para provar a propriedade , fazemos:

b b
I= f f(x)dx — f g(x)dx
e devemos mostrar que I > 0.

Utilizando a propriedade 10.36:

b
1= [ 1 - oot

mas sabemos que, como f(x) > g(x), entdo f(x) — g(x) > 0 e podemos concluir que I > 0

se, e apenas se,
b b
f f(x)dx > f g(x)dx
a a

10.5.5 Teorema Fundamental do Céilculo

Antes de conhecermos o Teorema Fundamental do Célculo, vamos conhecer re-
sultado de outro importante teorema chamado de Teorema do Valor Médio (TVM). Tal
teorema afirma que uma fung¢do continua num certo intervalo fechado sempre atingira,
pelo menos uma vez, o seu valor médio num ponto c desse intervalo, tal que

b
f f(x)dx = f(c)(b —a) = f(c)Ax

A continuidade é um fator importante para garantir que a funcdo de fato assuma esse
fator médio em algum momento, j& que isso ndo necessariamente acontece se a fun¢ao
for descontinua.
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O Teorema Fundamental é responsédvel por relacionar os calculos de derivacdo e
integragdo. Ele nos garante que podemos calcular a integral definida de fun¢des continuas
se conhecermos suas respectivas primitivas.

Vimos anteriormente que podemos definir a drea sobre o grifico de uma fungdo
qualquer f(x) se tomarmos sua integral definida entre limites de integra¢des que formam
um intervalo fechado fixo [a, b]: ,

A= f f(x)dx
a

Se, ao invés de fixarmos os dois limites de integragdo, deixarmos com que o limite
superior varie dentro desse intervalo, o valor resultante da integral dependera de cada
valor escolhido para ¢, ou seja, criamos uma fungdo F(x):

F(x) = f ) F(t)t (10.51)

que representa, geometricamente, o tamanho da area situada abaixo da curva de f(t)
entre os pontos a e x, sendo que x pode assumir qualquer valor entre os valores minimo
e maximo do intervalo.

Pela propriedade em 10.39 sabemos que F(a) = 0 e que, a medida que f cresce, a
medida da 4rea também cresce até F(b) = A, nos dando a area total abaixo do grafico.

: J Y

-~ -~

b X
Figura 10.5.1: F(b) = A = f f()dt (esquerda) e F(x) = f f(H)dt (direita)

Teorema Fundamental do Céalculo - Parte 1

Essa primeira parte do Teorema nos proporciona uma das equagdes mais importan-
tes dentro da matematica. Ela nos diz que qualquer fun¢do continua possui primitiva e
que integrar e derivar sdo operagdes inversas uma da outra.
Proposicao
Se f é uma fungdo continua em [, b], entdo F é uma funcdo derivdvel nesse intervalo
e sua derivada é a prépria fungdo f. Ou seja:

F’(x)=% f Ftydt = f(x) (10.52)
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Prova
Por definicdo:
. F(x+ Ax) — F(x)
F(x)=1
() Ar0 Ax

(10.53)

onde também sabemos que que:
X
F(x) = f f(t)dt
a

X+Ax X xX+Ax
F(x + Ax) = f F(bdt = f f(Hdt + f f(bdt

pela propriedade 10.38.
Entéo,

X+Ax
F(x + Ax) — F(x) = f f(tdt = f(x)(x + Ax — x) = f(X)Ax

pois f também é continua em [x,x + Ax] e, pelo TVM, existe um ponto médio ¥ nesse
intervalo.
Substituindo em 10.53:

JOM i £

F(x) = li =
) A;To Ax Ax—0

e como ¥ estd dentro de [x, x + Ax], quando Ax — 0, ¥ — x. Dat:
1' Y) = 1 Y) =
lim f(x) = lim f(¥) = f(x)
E, portanto,

o= [ fod = 1o

Teorema Fundamental Célculo - Parte 2

Nessa segunda parte, o Teorema nos mostra como calcular integrais definidas a
partir das primitivas.
Proposicao
Se f é uma fungdo continua em [a,b] e Ft é sua primitiva, entdo:

b
f f(x)dx = F' P= Ff(b) — F'(a) (10.54)

Prova
Vimos anteriormente nos estudos de integrais indefinidas que a primitiva de uma
funcdo f é dada pelo conjunto solugéo:

Ff'(x) =F(x)+C

em que F(x) é dada por 10.51.
Assim

F'(b) - Ft(a) = [E(b) + C] - [F(a) + C]
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= f b F(b)dt — f ' F(t)dt
= f b F(t)dt

Observe que as constantes desaparecem no processo, de forma que, se F'(x) = F(x)+C,
podemos escrever simplesmente:

que pela propriedade 10.39:

b
f f(dx = EP = E) - F(a)

10.5.6 Aplicando o Teorema Fundamental do Calculo

Calculando integrais definidas

Exemplo 10.5.6.1 - (x + 2)dx
4
Solugéo

Pelas regras de integracdo de polindmios e de uma constante vistas na segdo sobre
integrais indefinidas, sabemos que a primitiva de f(x) = x +2 é Ff(x) = "2—2 +2x + C.
Aplicando em (10.54):

2 1 1
(x +2)dx = [ 42| |10= 100 1 20)— (26 4 8) = 54
4
A 2 2 2

7T
Exemplo 10.5.6.2 - f cos(u)du
%

Solucao
Sendo F'(x) = sen(u) + C a primitiva de f(u) = cos(u):

7T
f cos(u)du = sen |z = sen(m) — sen(g) =-1
e 2
2

21
Exemplo 10.5.6.3 - f Edq
1

Solucéo

Como a primitiva de f(g) = — é a funcdo F'(q) = In(g) + C:

S |-

2
f %dq =In(q) I}= In(2) — In(1) = In(2) ~ 0,3
1

Calculando areas abaixo de curvas

Exemplo 10.5.6.4 - Calcule a 4rea abaixo do grafico de y(x) = x dentro do intervalo
fechado [0, 6].
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Ya

y(x)=x

6

Figura 10.5.2: Area A abaixo da curva de y(x) = x no intervalo [0, 6]

Solucéo
Utilizando conhecimentos de geometria basica, é facil ver que:

bh 6
A—T—?—l&m.

Por outro lado, utilizando nosso conhecimento sobre integrais definidas:

6 2
x° ¢ 36
A:jo‘xdx:?|0:7—0:18u.a.

Exemplo 10.5.6.5 - Calcule a 4rea abaixo do grafico de g(x) = x3 no intervalo [0, 2]

Ya

X

2

Figura 10.5.3: Area A abaixo da curva y(x) = x° no intervalo [0, 2]

Solucao
Repetindo o procedimento para a nova curva:

2 4
16
A:f x3:legzz—0:4u.a.
0

Exemplo 10.5.6.6 - Calcule a drea limitada pela curva f(x) = sen(x) no intervalo [0, 2]
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Figura 10.5.4: Areas A, e A, abaixo da curva y(x) = sen(x) no intervalo [0, 27]

Solucao

Esse exemplo é diferente dos demais pois, como podemos ver, temos areas situadas
tanto acima quanto abaixo do eixo das absissas. Nesse caso, por mais que t(x) seja uma
func¢do continua no intervalo citado, a integral definida nesse intervalo ndo representa a
area abaixo do gréfico. Se fizermos isso, encontramos:

27T
A= f sen(x)dx = cos(x) I%”: cos(2mt) — cos(0) = 0
0

0 que nao é verdade.

Para realmente determinarmos a drea total entre o gréfico e o eixo x, devemos calcular
o valor de cada 4rea separadamente e entdo soma-las. Isto é:

Al = fon sen(x)dx = —cos(x) |T= — [cos(rt) — cos(0)] = —[-1 — 1] = 2u.a.

27T
Ay = f sen(x)dx = —cos(x) |7Zf: — [cos(2m) — cos(m)] = —[1 — (-1)] = 2u.a.

A=A1+A=2+2=4u.a.

Calculando areas entre curvas diferentes

Exemplo 10.5.6.7 - Imagine duas fung¢des f(x) e g(x) integrdveis num intervalo [a,b],
tal que f(x) > g(x). Qual é a area situada entre as duas fun¢des dentro desse intervalo?
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b
f(x)

g(x)

> X

Figura 10.5.5: Area A entre as curvas f(x) e gx)

Solucao
Sabemos que

b
Ay = f f(x)dx

nos fornece a drea abaixo da curva de f(x) e que

b
Ay = f g(x)dx
a
a drea abaixo de g(x).

Como f(x) > g(x) = Aj > Ay, a drea desejada se da pela subtragdo:

b b
A=A1-Ay = f f(x)dx —f g(x)dx

b
A= [ e - geonax

Exemplo 10.5.6.8 - Determine a drea delimitada pelas fungdes f(x) = vx e g(x) = x?

Y

y=x

y = VX

Figura 10.5.6: Area entres as curvas y = x> e y = yx
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Solucao
Esse caso é um pouco diferente do anterior pois, aqui, além das funcdes serem
diferentes, existem pontos nos quais as fung¢des se cruzam, delimitando uma certa drea
entre elas.
Para comecar a resolver esse problema, precisamos primeiro determinar que pontos
sdo esses em que as fungdes se cruzam. Tal encontro ocorre justamente nos momentos
em que as duas fungdes se igualam. Ou seja:

fx)=gx) © Vx = x2.

Fazendo algumas manipulacdes, temos que esses pontos serdox =0 e x = 1.
Como dentro do intervalo [0, 1] vale a relacdo f(x) > g(x), calculamos a drea desejada
de forma analoga a do exemplo anterior. Logo:

1
A= fo F(x) — ()] dx

1 32 .3
_ I R 1_(%_1)_ _1
=], Vx —x _(3/2 3)lo_ = —u.a.

Neste ponto, j4 adquirimos conhecimentos bésicos sobre integragdo e agora estamos
aptos a encard-la em uma forma muito recorrente em problemas de Fisica e que nos
permitira resolver uma vasta variedade de questdes. Na proxima sec¢do, apresentaremos
a integral de linha e como ela esta intimamente ligada a conceitos presentes na Mecénica.

10.6 Integral de Linha

Considere uma particula sujeita a uma forca externa. Tal forca atua sobre a particula
enquanto ela descreve uma trajetéria no espaco. E de interesse, em muitas situacdes,
sabermos qual o trabalho realizado por essa forga sobre a particula. O leitor pode pensar
que aresposta é muito simples, j4 que o trabalho pode ser calculado como W = FAX cos(0).

Porém, essa expressdo esta correta apenas quando a forga é constante e o desloca-
mento corresponde a uma reta, ou seja, um caso muito especifico. Como foi proposto
inicialmente, o problema envolve uma forga, além de um campo vetorial e uma trajetéria
quaisquer, ndo necessariamente reduzidos ao caso em que W = FAX cos(0) se aplica.

O que teremos de fazer para resolver esse problema é calcular o que chamamos de
integral de linha de um campo vetorial, que definiremos ao longo da secdo. Tal integral
também pode ser avaliada para fun¢des (campos) escalares.

A principio, a solugdo deste problema pode parecer bem complicada, mas veremos
que a ideia é simples e bem intuitiva.

Este é s6 um exemplo de aplicagdo, que deve motivar o leitor, ja que a integral de linha
pode aparecer em intimeras situagdes fisicas diferentes.

10.6.1 Curvas Parametrizadas

Para entendermos o problema por completo, precisamos entender o que é uma
curva ou, ainda, uma trajetéria.
O primeiro aspecto a ser estabelecido é que uma curva qualquer ndo é necessariamente
uma fungdo. Considere a figura 10.6.1 onde temos uma parabola.
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Figura 10.6.1: Parabola

Cada ponto dessa pardbola é um par ordenado (x,y), de modo que y é uma fungéo
de x da forma y(x) = ax? + bx + c¢. Assim, dado o valor das constantes a, b e ¢, podemos
construir a fungdo para cada ponto de x.

YA
Yali« o

Y,

» X
Xy

Figura 10.6.2: Gréfico que ndo representa uma fungdo

Na figura 10.6.2, temos um caminho qualquer, o qual, pela defini¢do de funcédo, ndo
descreve uma fungdo matematica, uma vez que y ndo pode ser funcdo de x, nem vice-
versa. Caso tentasse escrever y em fungdo de x, o leitor teria um problema de ambiguidade
justamente nos pontos destacados na imagem, ja que haveria dois valores de y para o
mesmo x, 0 que a defini¢do de fungdo ndo sustenta.

Bem, entdo como construimos uma curva genérica como a apresentada na figura
10.6.2?

Cada ponto da curva é definido por um x e um y, que formam um par ordenado
(x, y). Digamos que, em um instante fy, a particula possua uma posigao (xo,1o) e, em outro
instante t1, a posicdo seja (x1,1), e assim por diante. Isto significa que, a cada instante,
pode haver um valor de x e y diferente e, portanto, um ponto diferente que participa da
construgdo da curva. Portanto, isso implica no fato de que tanto x quanto y sdo funcdes
do tempo.

Com essa ideia inicial, podemos, entdo, enunciar como construir uma curva qualquer.



260 CAPITULO 10. INTEGRAL

Definigao I

Sex = f(A) ey = g(A), onde A é um parametro pertencente ao intervalo [a,b] €
I C R, entdo o conjunto dos pontos (f(A) , g(A)) formam o que chamamos de
curva parametrizada em duas dimensdes.Usualmente, denotamos o ponto da
curva como At) = (x(t), y(£)).

De forma geral, tratamos o parametro que parametriza a curva como A mas, no
exemplo anterior, o tempo t assumiu esse papel. As igualdades que definem x e y em
termos de A sdo chamadas de equagdes paramétricas da curva.

Exemplo 10.6.1.1

Uma particula percorre uma trajetdria circular de raio R no sentido anti-hordrio,
com velocidade angular constante. Inicialmente, a particula se encontra sobre o eixo x.
Encontre equagdes paramétricas que descrevam a curva.

Solugéo
O que devemos fazer é encontrar as equagdes x = f(t) e y = g(t). Veja a imagem a
seguir.

Figura 10.6.3: Circunferéncia no plano cartesiano

Note que todos os pontos da curva estdo a mesma distancia R do centro (defini¢do
de um circulo). O que diferencia cada ponto é apenas o angulo que o vetor que liga ele
a origem faz com um eixo de referéncia, no caso, o eixo x. Deste modo, fica claro que
podemos usar o pardmetro angular para descrever um circulo.

Assim, para qualquer ponto sobre o circulo, podemos dizer que

x = Rcos(6) y = Rsen(0) (10.55)

onde a cada valor de 0 corresponde uma posi¢do. Note que as fun¢des cosseno e seno sao
peridédicas em 27, de forma que seus valores comegam a se repetir nesse periodo, como
esperado.

Apesar deja termos parametrizado a curva com o parametro 0, queremos parametrizar
a curva com o tempo. Geralmente é mais conveniente, uma vez que se quer saber a posicdo
da particula depois de um certo tempo.
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Foi enunciado que a velocidade angular da particula é constante. Sendo assim, pode-
mos dizer por integracdo direta que:

0(t) = wt + Gy

ou seja, 0 varia linearmente no tempo. Como sabemos que inicialmente (em ¢t = 0) a
particula estava sobre o eixo x, entdo 0y = 0, pois, assim, x = cos(0p) = 1 e y = sen(0p) = 0
em uma situacgdo de raio unitério (R = 1).

Entdo, temos nossas equacdes parametrizadas pelo tempo:

x = Rcos(wt) Y = Rsen(wt) (10.56)

Dado um instante, sabemos em qual posicdo da trajetéria circular a particula deve
estar, considerando que se saiba a frequéncia angular @ e o raio R. Note um aspecto
interessante no exemplo da trajetéria circular: poderiamos ter parametrizado a curva
com as equagoes

x(t) = cos(Rwt) y(t) = sen(Qwt) (10.57)

Como o leitor pode observar, essa parametrizagdo resultard na mesma trajetéria, mas
a diferenga é que, nessa segunda parametrizagdo, a particula daria uma volta com um
periodo mais curto, pois a frequéncia é maior (2w).

Assim, podemos ter infinitas parametrizacoes diferentes que caracterizam uma mesma
curva, diferindo entre elas apenas pela velocidade com que sdo descritas. Por conta disso,
a ideia de vetor tangente a curva acaba se mostrando til.

Definicao II

O vetor tangente a uma curva (f(A), g(A)) é definido como o vetor dado por
(f'(A), §'(A)), onde a notagdo sobrescrita linha indica derivada em relagdo a A.
Tal vetor guarda a ideia de velocidade e é definido em cada ponto na curva.

No caso de uma trajetéria circular, podemos desenhar alguns vetores tangentes para
exemplificar:

Figura 10.6.4: Vetor tangente a uma trajetéria circular
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No exemplo 10.6.1.1, podemos calcular o vetor tangente como:

Z—f = (x'(1), ¥’ (t)) = Rw(—sen(wt), cos(wt)) (10.58)

Note que, se tirarmos o médulo do vetor tangente, obtemos a intensidade da veloci-
dade da particula:

d—)
== Ro =] (10.59)

Até o momento, vimos a defini¢do de curva paramétrica em duas dimensdes (x, ),
mas podemos generalizar tal definicdo para curvas em trés dimensdes de modo bem
natural.

Definicao III

Sex = f(A), y = g(A) ez = h(A), onde A é um parametro pertencente ao intervalo
[a,b] € I C R, entdo o conjunto dos pontos (f(A) , g(A), h(A)) formam o que
chamamos de curva parametrizada em trés dimensdes. O vetor tangente a uma

curva (f(A), g(A), h(A)) é definido como o vetor dado por (f'(A), g'(A), K’ (A)).

10.6.2 Integral de linha de campos escalares

Neste ponto, o leitor deve estar familiarizado com a integral de uma fungdo f(x) em
x, dentro de limites de integragdo. A integral

fﬂ fx)dx (10.60)
b
por exemplo, representa a drea abaixo do gréfico y = f(x).

Ya

Figura 10.6.5: Area sobre a curva de um grafico f(x)

Quando nos deparamos com problemas fora deste padrao, como podemos utilizar a
ferramenta de integragdo para soluciona-los?

Imagine que temos um fio reto, de comprimento L e com densidade linear de massa
constante igual a 0. Para sabermos a massa do fio, basta multiplicarmos o comprimento
pela densidade.



10.6. INTEGRAL DE LINHA 263

Porém, como no problema proposto no inicio da segdo, esta forma de determinar a
massa ndo representa um método geral para solucdo de quaisquer problemas arbitrdrios.
Agora, imagine que hd um fio com formato qualquer, e que sua densidade linear seja
o = o(x,y,z), ou seja, ndo constante.

Para calcularmos a massa, podemos dividir o fio em infinitos comprimentos infi-
nitesimais. Cada pedaco infinitesimal que compdem o fio possui uma massa igual a
dm = o(x,y,z)dr.

Assim, a massa total deve ser:

(o]

Py
M = lim 0 (Xk, Vi, zk) A1y :f odr (10.61)
k Po

Ar—0

onde os pontos P, e Py marcam as pontas do fio. Note que, se o fio forma uma curva
qualquer no espaco, pode ser parametrizado por um parametro A, pertencente ao intervalo
[P,,P f], como ja visto.

Escrevemos r = r(A) e, assim:

dr
dr = ad)\ (10.62)
logo, obtemos
b g, b
M= f o-—dA = f a(A) [g(1)| dA (10.63)
a dA a

eue é a integral de linha que resolve o problema da massa. De modo geral, temos:

Definiciao IV

Se f(x,y,z) é definida em uma curva C fornecida parametricamente por #{A) =
(x(A), y(A),z(A)), coma < A < b, entdo a integral de linha do campo escalar f(x, y,z)
sobre a curva C é definida como:

b
f FEM) [)]dA 1060

Deste modo, para calcularmos esta integral, basta seguirmos alguns passos bem
simples:
1. Encontrar a parametrizagdo da curva, em que 7 = (x(A), y(), z(1)), coma < A < b;
2. Obter o vetor tangente
dar

3. Calcular o médulo do vetor tangente [[7(A)]|;

4. Resolver a integral na forma
b
f FE) o) dA

Exemplo 10.6.2.1 Queremos encontrar a massa de um anel de raio a, centrado na
origem, com densidade dada pela expressdo f(x,y) = x* + 3xy.
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Solucao
Seguindo os passos enumerados acima, primeiramente devemos encontrar a parametrizagao
do caminho onde serd feita a integral. Mas, como o caminho é um circulo centrado na
origem (um anel), conhecemos a parametrizagao:

x = acos(A)
y = asen(A)
O vetor tangente é :
9(A) = dr = a(—sen(A), cos(A))
dA

E, portanto, seu médulo vale:

17] = \(—acos(A))? + (asen(A))? = a

Note que o célculo do médulo do vetor tangente resultou em uma constante (inde-
pendente de A). Vale ressaltar que, em geral, ele pode depender do pardmetro.

A funcdo f(x,y) = x> + 3xy em termos do parametro fica:

f(A) = a* cos*(A) + 3a?sen(A) cos(A)
De forma que podemos integrar ao longo do caminho do anel:

27T
M= (a? cos?(M) + 3a*sen(A) cos(A))adA
0

Utilizando as técnicas de integragdo que serdo desenvolvidas na se¢do Métodos de
Integragio, obtemos o resultado:

27
M= f FEM) [6N)]dA = o’
0

10.6.3 Integral de linha de campos vetoriais

Considere, novamente, a situagdo em que ha uma forca dependente da posi¢ao, como
F(x, y,z), agindo sobre uma particula. Mais uma vez, queremos calcular o trabalho que
ela faz sobre essa particula que descreve uma trajetéria dada pelo conjunto de pontos
(x(t), y(t), z(t)), ou seja, uma curva parametrizada pelo tempo.



10.6. INTEGRAL DE LINHA 265

(xk 2 Yk, Zk)

Figura 10.6.6: Vetor posicdo #(t) de uma particula sobre um determinado caminho

A imagem mostra a particula, em vermelho, percorrendo a trajetéria em azul de um
ponto P, a um ponto Ps. Podemos dizer que o trabalho realizado pela forca externa
F(x,y,z) durante todo o caminho deve ser igual a soma dos trabalhos realizados em cada
intervalo infinitesimal de deslocamento A7.

W = lim Z F(xk, i zk) cos(0) Ary (10.65)
Ar—0 p

Onde cos(0x) é o cosseno do dngulo entre a k-ésima forga Fy e o seu respectivo deslo-
camento Arg. Contudo, ocorre que esta é a defini¢do da integral:

0

W = lim ZF(xk, Yk, k) Cos(O) Aty = f Fcos(0)dr (10.66)
Ar—0 p

Da defini¢do de produto escalar entre dois vetores Ae B, A-B=AB cos(0), onde A e
B sdo 0 médulos dos vetores A e B, podemos reescrever o integrando:

Py
f E(x,y,z2))-dr (10.67)
P,
Podemos escrever o vetor deslocamento como:
L odr,
dar = adt = o(t)dt (10.68)

Note que a equagdo acima envolve o vetor velocidade, e ndo apenas o médulo. Entdo,
a integral fica:

b > b
[ Feo, w0200 Gt = [ Featv, w0, 209 - (10.69)
a a
onde o vetor 7 é o vetor velocidade (tangente & curva), definido como ;ﬁ;

Note quea forga, a fungao F écalculadanos pontos sobrea curva, ouseja, (x(t), y(t), z(t)).
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Definicao V:
Se F(x,y,z) é definida em uma curva C fornecida parametricamente por 7 =

(x(A), y(A),z(A)), coma < A < b, entdo a integral de linha do campo vetorial F(x, y, z)
sobre a curva C é definida como:

b
f (1), y(A), 21)) - )i

Deste modo, resolver a integral envolve os passos:

1. Encontrar a parametrizagdo da curva em que 7 = (x(A), y(A),z(A)), coma < A < b.

2. Escrever o vetor tangente a curva:

N ar
) = =

-

3. Calcular o produto escalar entre o vetor tangente e o campo vetorial F(x, y, z).

4. Calcular a integral na forma:

b
f E(A) - 3(A)dA

Exemplo 10.6.3.1 Encontre o trabalho realizado pela forca F(x, Y,z) = mgZ em um
caminho dado pela parametrizagdo x(f) = 2 + 3t, y(f) = 1 — t e z(t) = —> + 3t + 10, onde
m e g sdo constantes. Depois, calcule o trabalho para a forca F(x, Yy,z) = £ + 2x§ — 2y°2.
Considere o intervalo de t € [0, 2].

Solugéo
Neste caso, o problema ja fornece a parametrizagdo, porém precisamos do vetor
tangente:

d—)
a(t) = d—: = (3,-1,-2t+3) =3% + —19 + (2t +3)2 (10.70)

O produto escalar entre a forga constante F=m gZ e o vetor tangente fica:
F(t) - 3(t) = mg(=2t + 3)
Agora vamos integrar ao longo do caminho:

2
W= f mg(—2t + 3)dt
0

a qual ndo é nada além da integral de um polinémio, que sabemos resolver:

2
W= f mg(=2t + 3)dt = 2mg
0

Analisaremos, agora, o caso em que a for¢a ndo é constante. Como se trata do mesmo
caminho, a parametrizagdo e o vetor tangente serdo os mesmos. Porém, a forca é escrita
como:
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F(x, Yy,z) = & +2xf — 2y°2
=2 +2Q2+3t)§-2(1 - t)*2 (10.71)
=2+ @4 +60))—-2(1-1)%2
Note que a for¢a na diregdo y depende da posicdo x. Isso pode parecer estranho, mas
na Fisica é mais comum do que parece. Na verdade, para cada direcdo podem existir

fungdes de x, yez diferentes. Voltando para o problema, calculamos o produto interno
entre a forca e o vetor tangente:

F(H) - 3(t) =3 — 4 — 6t — 2(=2t + 3)(1 — 1)2
=—1—6t—142 + 43 — 6 + 16t (10.72)
=43 14 + 10t -7

Portanto, resta apenas resolver a integral:

2
W = f 43 — 1442 + 10t — 7dt
0

2

4 3 2
_ (45 _ 14 102 (10.73)
13 T2 .
16
=-—=x15,32
3

10.7 Aplicacoes na Mecanica

No comego deste capitulo, insatisfeitos com a insuficiéncia da derivada na resolugdo
de problemas, nos encarregamos de introduzir e desenvolver a integral como uma nova
ferramenta auxiliadora das mais variadas situacdes. Assim, além de encara-la como
uma forma de determinar areas sob gréficos de fungdes, fomos capazes de reinterpreté-la
a partir de sua relagdo com a derivada, de forma a obter primitivas tanto de funcdes
elementares como daquelas mais intrincadas.

Contudo, como estudantes de Fisica, estamos interessados, principalmente, em en-
tender como é possivel associar essa ferramenta a resolucdo de problemas nesse campo.
Nesta secdo, reuniremos as nog¢des e intrumentos matematicos trabalhados previamente
em torno de problemas mais especificos de Mecanica.

10.7.1 Velocidade e deslocamento

Considere um carro que parte do repouso e se move ao longo do eixo x com uma
velocidade o(t). Queremos encontrar qual a distancia percorrida pelo corpo apés um
tempo At.

Para uma velocidade constante, é facil resolver o problema, j4 que a distancia percor-
rida sera
Ax = vAt.

Como podemos determinar a distdncia percorrida pelo carro se a velocidade variar
com o tempo?
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Para resolver isso, podemos considerar pequenos intervalos de tempo, tdo pequenos
quanto quisermos. Vamos denoté-los por 6t;.
Para um 0t muito pequeno, podemos assumir velocidade praticamente constante, ja
que é aproximadamente instantanea neste intervalo.
Ja sabemos como encontrar deslocamentos para velocidades constantes. Podemos
usar
ox; = v;0t;. (10.74)

Lembrando que ox; é um deslocamento muito pequeno e v; é a velocidade aproximada
no instante 6t;.

Conseguimos encontrar o deslocamento para um tempo 6t;. Para encontrar o deslo-
camento total, aproximado, precisamos somar todos os 0x;. Ou seja

Ax =~ 53(1 + 6X2 + ...6xn = ’016t1 + UzétQ + ...+ ’(Jnétn. (10.75)

Em que 7 é o niimero de divisoes feitas no intervalo total de tempo. Podemos reescrever

(2) como
n

n
Ax ~ Z ox; = Z 0:dt;. (10.76)
i=1

i=1

Comojd visto antes, quanto maior for ontiimero de divisdes, melhor serd a aproximacéo
feita, de forma que, se tomarmos um ndmero grande de divisdes, ou seja, n tendendo

para infinito, teremos
n n

Ax = lim ox; = lim v;0t;. (10.77)

N—0 A nN—0 A

i=1 i=1

Sabemos que a formula em 10.77 é a defini¢do da integral, levando a

t2
Ax = f v(t)dt (10.78)
t1

O mesmo raciocinio pode ser usado para se obter

tr
Av = f a(t)dt (10.79)
t1

a variagdo total da velocidade para um movimento com aceleracdo a. Podemos, ao
invés de obter o deslocamento total em uma intervalo At, obter a funcdo deslocamento
encontrando a primitiva da fungdo v(t).

x(t) = f v(t)dt (10.80)

E o0 mesmo vale pra velocidade

(10.81)

v(t) = f a(t)dt
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Exemplo 10.7.1.1

Para um caso mais simples, considere uma acelera¢do constante a(t) = a. Usando a

equacgao , obtemos
u(t) = f adt

u(t) = afdt

o(t) = at + Cq (10.82)

Podemos usar a equagdo 10.83 para obter a fungdo x(t).

x(t):fv(t)dt

x(t) = f(at + Cyp)dt.

x(t):fatdt+fC1dt.

Como C; e a sdo constantes, obtemos

x(t) = %a# + Cit + Cy. (10.83)

Se fizermos t = 0 em 10.82, temos v(0) = C; = vy E se fizermos t = 0 em 10.83, obtemos
X(O) = Cy = xp.
Com isso, podemos reescrever 10.83 e 10.82 como

1
x(t) = xo + vot + Eatz. (10.84)
o(t) = vy +at (10.85)

as quais sdo férmulas conhecidas da Mecanica.

Exemplo 10.7.1.2

Para o mesmo caso do exemplo 10.7.1.1, encontre a distancia percorrida e a variagdo
total da velocidade entre os instantes t = 1s e t = 3s para xo = 1m, vp = 2m/sea = 3m/s?,
usando o método de integragéo.

Podemos integrar a equagdo 10.85 de 0 a 3, isto é

3
1 -3 1 1
Ax = +at)dt = |vot + —at?*| =3 +—32—(1 +—12) 10.86
X I) (vo + at) [vo Za ]0 o 211 7 211 ( )
Substituindo os valores do enunciado obtemos
1 1
Ax-3-2+§3-9—2—§-3— 16m.
Para encontrar a variagdo total de velocidade, usamos a equagdo 10.79.

3 3 3
Av:f adt:af dt:[at] =a(3-1) = 2a.
1 1 1

Substituindo os valores do enunciado, obtemos

Av = 6m/s.
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10.7.2 Trabalho

Em diversos problemas de mecéanica, é conveniente utilizar o conceito de energia.
Nesta sec¢do, nos limitaremos ao conceito de trabalho. O conceito de trabalho é importante
por estar associado a variagdo de energia cinética de um sistema.

Definimos trabalho como

Trabalho = Forca X Deslocamento.

O trabalho realizado por uma forga ao longo de uma trajetéria pode ser calculado
facilmente usando a definicdo, se a forga for constante.

Para uma for¢a ndo constante é necessdrio repetir o raciocinio da segdo anterior.
Dividimos a trajetéria em n pedagos muito pequenos, de forma que podemos considerar
a forga constante neste intervalo de deslocamento. Isto é

SW; = F; - 63;. (10.87)

Lembrando que o 6 significa pequenas variacdes.
Podemos, agora, somar todos os trabalhos para encontrar, aproximadamente, a variagdo

total do trabalho.
n n
Z SW; = Z F;- 5. (10.88)
i=1 i=1

Fazendo n — oo, obtemos

n n

lim Y 6W; = lim Y F;-0s:. (10.89)
n—oo - n—oo -

i=1 i=1

E sabemos que essa é a defini¢do da integral de Fem5s. Ou seja

AW = | E-ds. (10.90)
S
Mas, podemos escrever
S ods.
s = ﬁdt = vdt (10.91)

se parametrizarmos s por t, ou seja, § = §(t). E 7' é o vetor velocidade. Escrevemos a 10.90
como

tr
AW = f £ ddt (10.92)
t1

que é a forma parametrizada para calcular o trabalho realizado por uma trajetoéria s.

Exemplo 10.7.2.1

. 4 > 2z
Vamos calcular o trabalho realizado por uma forga resultante Fg = ma, em que Fg é
-
a forca, m amassa e 4 = 7 é a aceleracdo.
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Usando a equagéo 10.92, obtemos
5]

AW = md - vdt
ty

tz 2
= mf d—vﬁdt

1) 5
R
:mf v-dvu
01

1 1
= Emvg - EWIU%
=T, -T

Em que T é a energia cinética do sistema.
Ou seja, o trabalho realizado no sistema ¢é igual a variagdo da energia cinética deste,
assim

AWFR = T2 - T1 (1093)

Exemplo 10.7.2.2

Calcule a energia cinética de uma particula que parte do repouso sob a acdo de uma

forca dada por F=xi+ yj se deslocando pela curvas em questdo no instante t = 3s se
x(t) =t.

a)y = x
Solugéo
Primeiro escrevemos o vetor 5(t). Que sera

e, y) =+ =21+ (10.94)
pois y = x.
Usando a informacao de que x(t) = t, escrevemos como
S(x(t), y(h) = H + 8. (10.95)
Assim, podemos obter o vetor velocidade, dado por 7 = %, em que
s .
= =1 +] (10.96)

F=1+]. (10.97)

Agora, vamos escrever F (x(t), y(t)). Nos foi dado que F=xi+ j, mas, temos que y = x
e que x(t) = t. Ou seja

-

F=ti+8§ (10.98)

L dS
Usando as equagdes 10.98 e 10.97 podemos calcular o produto escalar F - d_i

-

ﬁ-gz(ti+tj)-(i+j):t+t:2t
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Assim, finalmente, podemos calcular a integral. Usando a equagdo 10.92, ficamos com
3
AW = f F - gt
0
3

= f 2tdt
0

3

t2
= 22—
2

o
=9]J

mas como a particula partiu do repouso, sua energia cinética inicial era zero e, portanto,
sua energia cinética no instante t = 3s é

0

T=9]
b)y = x?
Solugéo

Assim como antes, vamos encontrar, primeiramente, o vetor s(t) e em seguida,
derivar em relagdo ao tempo.

S, y) =i+ v = i + 2%

Usando a informacao de que x(t) = t, temos

S(t), y(t)) = B+ 4 (10.99)
Derivando em relagdo ao tempo obtemos
ds

— =1+24 10.100

-

Agora escrevemos F(x(t), y(t)). Das informag¢des do enunciado, temos que x(t) = t e
y = x?,logo y(t) = t>. Como F=xi+ Yj, temos que

F=t+1% (10.101)

5 ds

Agora calculamos o produto escalar F - d—j
E. % =(B+19)-1+Q6) =t+2 (10.102)

Finalmente, calculamos a integral da equagdo 10.92.

3
AW = f (t + 2£3)dt
0

3
= [1t2 + 21t4]
2 4 o (10.103)

Logo,
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10.7.3 Campos conservativos

Sabe-se que, dado uma fungao escalar f, podemos encontrar o seu gradiente fazendo

R P
FoVfo af +9_ch1+3_£ (10.104)

E chamamos F de campo conservativo e f é chamada de fungdo potencial de E

Podemos associar ao gradiente, um teorema importante do calculo vetorial. O Te-
orema Fundamental da Integral de linha. Este é andlogo ao Teorema Fundamental do

Calculo (TFC).
fﬁ-d?:fﬁf-d?. (10.105)
C C

Observe a integral
Podemos parametrizar 7 fazendo 7 = #/t), e assim, obtemos

b b
f F-dr= f E-rdt = f VP (tdt. (10.106)
C a a

Desenvolvendo o segundo termo da segunda igualdade, obtemos

ar b(Ofdx dfdy df dz
L Vf di’ t)dt L (aﬁ + @E + E% dt. (10107)

Pela regra da cadeia, a 10.106 fica

d b
f A f>>dt_ f af = fAb)) - f(ila))

Pelo TFC.
Entdo podemos enunciar o Teorema.
Seja C uma curva dada por #{t), paraa <t < b, e f uma fungdo escalar, Entéo:

f Vf-di = f(7(b) - f(Fa)). (10.108)
C

Isto quer dizer que a integral de um campo conservativo v f s6 depende dos pontos
inicial e final.

Na mecanica, se F é uma forga, dizemos que o trabalho ndo depende do caminho.
Basta calcular o valor do potencial nos pontos inicias e finais.

Este resultado é importante pois, com ele, temos uma forma de verificar se um campo
vetorial F é conservativo. Ou seja, F=V f.

Pela 10.108, podemos depreender que

9§ﬁf~d7= 9§ﬁ-d?= 0. (10.109)
C C

Pois, como o caminho é fechado, o ponto inicial é igual ao ponto final. Basta fazer
f(#a)) = f((b)) em 10.108.

Outra forma que podemos enunciar 10.108 é dizendo que a integral f \Y f-dré
C

independente do caminho. Ou seja, a curva C é arbitréria.
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A reciproca de 10.108 também é valida mas ndo serd demonstrada. Podemos enuncia-
la como:

Se E - d7 nao depende da escolha de C, ou seja, ndo depende do caminho, Feé
C

conservativo e existe uma funcao f tal que Y f= F

E para o resultado 10.109, podemos afirmar que se F ¢ conservativo, a integral de
caminho fechado é zero.

A reciproca de 10.109 é vélida mas ndo serd demonstrada. Mas pode ser enunciada
da seguinte forma:

Se SE F-d7 =0, entdo F é conservativo e existe uma funcao f tal que Y f= F.
C
Exemplo 10.7.3.1
2k
Mostre que a forca central dada por F = —7 € conservativa.
r

Solucao
Para mostrar esse resultado, vamos escrever o trabalho realizado.

W = f F-dl= —r dl. (10.110)

Mas, # - dl = dlcos 6. E como dlcos 0 é a projecdo do caminho escolhido na diregdo 7 da
forca, temos que dl cos 0 = dr e a integral fica

2
W= f Edr— —=

que ndo depende da escolha do caminho, somente dos pontos inicial e final, E, se fizermos
71 = 12, teremos

_ k(l - l) (10.111)

Logo, a forga é, de fato, conservativa.

Exemplo 10.7.3.2

. = ~ n : Zz
Considere uma forca dada por F = yi + xj agindo sobre uma particula que se move
em um circulo de raio unitdrio com o centro em (0, 0). Verifique que a forga é conservativa.

Solugéo
Para o campo ser conservativo, temos que satisfazer o resultado 10.109, ou seja, o
trabalho realizado tem que ser nulo em um caminho fechado. Entdo, temos que encontrar

W:SEﬁ-dF:o
C

em que C é um circulo de raio unitario.
Podemos parametrizar o circulo de raio unitédrio por

x = cos(t) (10.112)
y = sen(t) (10.113)
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De forma que

Z—’: = (—sen(t), cos(t)). (10.114)

N

Agora, calculamos F (x(t), y(t)) - %

F. ill—f = (sen(t)i + cos(t)]) - (—sen(t)i + cos(t)j)
= cos’(t) — sen’(t) (10.115)

= cos(2t)
pelas relacdo de soma de arco de cosseno.
Agora precisamos determinar o intervalo de integragéo.

Como é um circulo unitdrio e parametrizamos em ¢, que é o angulo em relacdo ao eixo
x, vamos integrar de 0 a 2rt. O que leva a

- 271
W = 95 T f cos(2t)dt (10.116)
c at 0

Usando substitui¢do, podemos fazer u = 2t e obter dt = %du. Quandot=0,u =0. E,
quando t = 27, u = 4n. De forma que obtemos

1 (" 1
W= > f cos(u)du = E(sen(éln) —sen(0)) = 0. (10.117)
0
Como W = 96 F-di= 0, a forca é conservativa.
C

Exemplo 10.7.3.3

Verifique se a forga F= 3xy?1 + 2x?j é conservativa pelo resultado 10.109.

Solugéo
Vamos calcular o trabalho realizado pela forca integrando F por um tridngulo com
os vértices em (0, 0), (1,0), (0, 1), partindo do vértice (0, 0) e voltando para o mesmo. Como
é um caminho fechado, se o trabalho for igual a zero, o campo sera conservativo, caso
contrario, ndo conservativo.
Entéo, o calculo do trabalho

561? .47 (10.118)
C

pode ser separado em trés etapas. Cada etapa corresponde a um trabalho realizado em
uma curva C; que é parte da curva total C. Ao final, somamos todo o trabalho realizado.
Isto é

W=W;+W,+ Ws

- - g = 1 .11
SEP-d?:fF-d7+fF-d?+fF-d? (10.119)
C Cy C Cs

Vamos escolher a curva C; para ser o segmento de (0,0) a (1,0). Ou seja, a curva C; é
uma reta dada por y =0 evariadex =0até x = 1.
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Podemos parametrizar 7' por t para obter /{x(t), y(t)) = H. Pois é uma reta na diregéo x.

Entao,

a7
Tk (10.120)
o que nos leva a
Wi = f F.d7
C

> dP

= E. =
Ll dtdt (10.121)

1
= f (Bxy*t + 2x%yf) - idt = 0
0

poisy =0
Para a curva C;, segmento de reta de (1,0) a (0,1), ou seja, a reta dada por y =1 —x,
o x varia de x = 1 até x = 0. Vamos parametrizar 7 em t, e obter, fazendo x = t,

Ax(t), (y(1) = 1+ (1 - b,
Com essa parametrizagdo, obtemos

ar_ -3 (10.122)

Entao o trabalho W5 fica

wzzf F.dr
G

1
= f Bt(t — 1)%1 + 2£3(t — 1)f) - @ —9)dt (10.123)
0

1 1
_ _1\2 32
= fo 3t —1)% + fo 2082 — A)dt

Para a primeira integral, usamos a substitui¢do t —1 = u, o que leva a du = dt. Quando
t=0,u=-1,equandot =1, u = 0. A primeira integral fica

0

0
2\ 4., — 3002y — 310 — ((—1)3 o (—1)2)] —
3[1(u+1)(u)du—3£(u +u’)=3[0-(-1)"+(-1)9)] =0

1
A segunda integral fica
1

1 1
1, 1 1 1
2 t3—t2dt:2[—t4——t3] —2[=—Z]=-2=
L 4 3 lo [4 3] 6

A terceira curva é um segmento de reta dado por x = 0 onintervalodey =1ay =0.

Pelo mesmo caso da primeira curva, tinhamos y = 0, o que fez a forga sobre a particula
se anular, pois todas as componentes dependem de y. O mesmo ocorre na curva 3, com
x = 0, a forga se anula pelo caminho C3, 0 que leva a

Wngf-d?:O
c3

Somando todos os resultados obtidos, temos

- 1 1
W=W1+W2+W3:SEF-d?:0—€+0:—g¢0
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Ou seja, 0 campo F ndo ¢ conservativo.

Como a escolha do caminho era arbitréria, escolheu-se o caminho que facilitaria o
céalculo das integrais. Neste exemplo, por causa da escolha do tridngulo de vértices (0, 0),
(1,0) e (0, 1), precisou-se calcular somente uma integral.

10.7.4 Encontrando func¢des potenciais

Um problema que pode surgir é, dado um campo vetorial conservativo F, encontre
a funcdo potencial f.
Exemplo 10.7.4.1

Considere o campo conservativo dado pelo exemplo 10.7.3.2,
F= yi+ .
Encontre a fungdo potencial f tal que
Vf=F
Solucao B
Sabemos pela definicdo de F que

of ., of
—i+=—j=yi+4
x 8y] i+
Pois cada uma das componentes de um vetor tem que ser igual as componentes corres-
pondentes do outro vetor.
Com isso, obtemos as equagdes

of
y= (10.124)
of
=5 (10.125)
Podemos obter, da equacdo 10.124 que
f= fydx = yx + g(y). (10.126)

Ao invés de adicionarmos uma constante, adicionamos uma funcdo g(y) arbitraria.
Isto é feito porque f depende de x e de y, e temos que adicionar a constante (em relacdao
a x) mais geral possivel, ou seja, um fungdo da outra varidvel.

Podemos derivar 10.126 com relagdo a y e comparar esta a 10.125, ou seja

d
@(yx +8y) =x+g(y) =x

onde a segunda igualdade vem da comparagdo entre 10.124 e 10.111. Com isso, con-
cluimos que ¢’(y) = 0, ou seja, g(y) = c.
Pela equagdo 10.126 e pelo valor de g(y) encontramos

f=xy+c.
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Exemplo 10.7.4.2

Observe esse proximo exemplo:

F = (2x - 3y)i + (=3x + 4y — 8)] (10.127)

Solugéo
Para encontrar a fungdo potencial f, abe-se que

5 d
F= —x1 + =7 =2x-3y)1+ (-3x + 4y - 8)] (10.128)

Entdo, pega igualdade de vetores, temos as equagdes

af
5o =2v-3y (10.129)

of
8_]/ =-3x+4y -8 (10.130)

Vamos escolher a segunda equagédo para integrar em relagdo a y para obter f.
Integrando 10.130, obtemos

f= f(—3x+4y—8)dy

1
= -3xy + 4§y2 -8y + g(x)
= —3xy + 2% — 8y + g(x)
Novamente, aqui escolhemos a constante como g(x) porque queremos a constante rem

relacdo a y mais geral possivel.
Agora, derivamos a f encontrada em relacdo a x e comparamos a 10.129.

af d
5 3y + Eg(x) =2x -3y (10.131)
O quelevaa
d
ag(x) =2x
g(x) =% +c. (10.132)

Substituindo 10.132 em f, obtemos

f=-3xy+2y* -8y +x*+c (10.133)
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Exemplo 10.7.4.3

Calcule a fungao potencial f do campo conservativo F=(n v+ 2xy)i + (3x2y? + g)j

Solucédo
Como ﬁ é conservativo, temos que
9_ &f,\ &f,\ _ 3 A 2 2 X A
F= 51 + @] =(Iny+2xy’)i+ Bxy" + ;)] (10.134)
O quelevaa
F in Y+ 2xy° (10.135)
ax
af X
= =3x%2 + = (10.136)
Ay Iy

Integrando 10.135 em relagdo a x, obtemos
f=xlny+ 2%x2y3 +¢(y) = xIny + ¥*y® + g(y) (10.137)
Derivando 10.137 em relacdo a y e igualando a 10.136, obtém-se
3 +32%7 + ¢/ (y) = 3x%y° + g

O quelevaa
gy =0
8(y) =K
Substituindo o valor de g(y) em 10.137 obtém-se

f=xIny+x*’ +K

Exemplo 10.7.4.4

Encontre a fungdo escalar do campo vetorial

F= (yzz +2x22)1 + (2xyz)j + (xy2 + 2x%2)k

Solucao
Pela igualdade de vetores, obtemos as seguintes equagdes

d

a—i =z + 2x7° (10.138)
of 2 10.139
9y xXyz (10.139)

)

a—i = xy* +2x%z (10.140)

Integrando 10.138 em relagdo a x obtemos

f=xy?z+x*2* + g(y, 2) (10.141)
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Aqui escolhemos a fungédo g(y, z) pois é a constante em relagdo a x mais geral possivel.
Derivamos 10.141 em relagdo a y e em seguida em relacdo a z e comparamos, respec-
tivamente, com 10.139 e 10.140 para obter

F —orye = 2uyz+ 28 (10.142)
- xyz = 2xyz 3y .
of 2 2 2 2., 98
5, =Y +2x°z = xy +2xz+£ (10.143)
d
Da equagdo 10.142, verifica-se que % = 0, ou seja, g ndo depende de y.
Da equagdo 10.143 temos que a—‘g = 0. Isto significa que g é uma funcdo constante,
8,2 =K,
Substituindo o valor obtido em 10.141, temos
f=xy*z+x°22 +K (10.144)

Exemplo 10.7.4.5

Encontre a fungdo escalar f para o campo
F= senyl + (x cos y + cos z)j — ysenzk

tal que v)f =F.

Solugao
Utilizando a igualdade de vetores, obtemos
af
o seny (10.145)
af
8_]/ = XCOS Y + COSZ (10.146)
of
5 = —ysenz (10.147)

Integrando 10.145, obtemos
f =xsen(y) + g(y, 2).

Derivando f em relacdo a y e igualando a 10.146, obtém-se

of + % _ +
E» =XxCosy 3y =XCoSy +Cosz
o queleva a
_8( Z) = COSZ
dy Y12 =

Entdo, g(y, z) = y cos z. Substituindo em f, obtém-se

f = xsen(y) + y cosz. (10.148)

Para verificar, pode-se fazer = e comparar com 10.147.

0z
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Exemplo 10.7.4.6

Suponha que os seguintes campos vetoriais sdo forcas agindo sobre uma particula.
Calcule a fungédo potencial e use o teorema 10.108 para calcular o trabalho realizado sobre
a particula pelo intervalo dado. A forca é dada em Newtons e a distdncia em metros.

a)f =3x% +3y%dea=(1,1)ab = (3,3).

Solucao
Para determinar a fungdo potencial f, usamos o procedimento feito anteriormente.
" ) d
F=3x"1+3y% = 8—£i + %A
Obtemos as equagoes
of = 3x? (10.149)
ox '
2
Fri 3y (10.150)
Integrando 10.149, obtemos
f=x+gy). (10.151)
Derivando 10.151 em relacdo a y e igualando a 10.150 obtemos
8f ’ 2
oy =8 (y) =3y
sy) =y +K

Substituindo o valor de g(y) em 10.151, obtemos

f=x+y +K (10.152)

O trabalho realizado por uma forga é dado por W = f F - d7. Como F ¢ conservativo,

podemos usar o teorema na equagdo 10.108 e simplesmente calcular f nos pontos a e b.
No ponto a: f(1,1) =2+K
No ponto b: f(3,3) =54+ K
O trabalho realizado seré f(3,3)— f(1, 1), pelo teorema 10.108. Que resultaem W = 52].

b)F = 2xy*1 + 2x%yjdea=(0,1) ab = (2,1).

Solucéo
Usando a igualdade entre vetores, obtemos
daf 2
o 2xy (10.153)
I .,
- =2 .
2y Xy (10.154)

Integrando 10.154 em relagdo a y, tem-se

f=2y" +gx) (10.155)
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Derivando 10.155 em relagdo a x e igualando a 10.153, obtém-se
Jd
a—i = 2xy” + ¢ (x) = 2xy° (10.156)
Entdo g’(x) = 0, o que significa que g(x) = c.
Substituindo o valor em 10.151, obtém-se

flx,y) = 2y (10.157)
Entdo, o trabalho realizado sera

W= f(2,1) - f(0,1) = 2] (10.158)

10.8 Meétodos de Integracao

A nogdo de primitivagdo em integral tem se mostrado, até aqui, conveniente na
resolucdo de integrais elementares. Porém, para muitas integrais que aparecem com
recorréncia em problemas de Célculo e em Fisica, isso ndo é tarefa simples.

Dessa forma, nos vemos forgados a desenvolver técnicas que possibilitem-nos encon-
trar primitivas de fun¢des menos triviais. Neste texto, trabalharemos com os principais
métodos de integragdo que permitirdo solucionar integrais que envolvem essas fungdes.

10.8.1 Integral por substituicao

O método de integracado por substituicdo é bastante ttil quando temos uma integral
da forma

f f(g(x))g’ (x)dx. (10.159)
Podemos resolver essa integral fazendo a substitui¢do
u = g(x) (10.160)
para obter
[ sstng @ax = [ (10.161)
pois, da 10.160, temos que
du = ¢’ (x)dx.

Vamos entender o porqué de podermos fazer isso. Retomemos uma regra de derivagao
chamada regra da cadeia.

1. Usando a regra da cadeia, conclua que
d 4 ’
77 F8() + C)) = F/(g())g"(x).

2. Em seguida, faca a substituigdo u = g(x) e, por simplicidade, escolha F'(x) = f(x).
3. Conclua que
N () = Fe = L (R + ©)
fgx)g') = dx dx" 8 ’
Ou seja,

[ sistong = [ sooftax= [ kg0 + Opax.
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4. Use o Teorema Fundamental do Calculo para concluir que

ff(u)du = F(g(x)) + C.

Substituicdo em Integral definida

Quando temos uma integral da forma

b
f f(g(x))g (x)dx (10.162)

e queremos usar substitui¢do, temos que nos atentar para os intervalos de integragao.
Como estamos mudando a varidvel de integragdo, temos que mudar, também, o intervalo
em que estamos integrando.

b
1. Se F'(x) = f(x), conclua, pelo TFC, que f f(g(x)g’ (x)dx = F(g(b)) — F(g(a)).

)
2. Também, pelo TFC, conclua que f f(u)du = F(g(b)) — F(g(a))
0}

3. Conclua com isso que u; = g(a) e up = g(b).
ou seja,
b 3(b)
| iseongwax= | o (10.163)
a g(a

é a regra pra substitui¢do em integral definida. Essa mesma ideia pode ser usada no
método de Integracdo por substituigdo trigonométrica, que serd desenvolvido mais tarde.

Exemplos de Integral por substituicao

Como exemplo do método de integracdo por substituigdo, observe a integral

Vr
f - xsen(x?)dx (10.164)

2

2

onde temos as funcdes x~ e x. Sabemos que se fizermos u = x2, teremos du = 2xdx, ou

u ~ e .
— = xdx. Entdo podemos usar essa substitui¢do para resolver a integral.

Para fazer a mudanga de intervalos, temos que calcular o valor de u(x) nos pontos

extremos. Temos que u; = u (?) = g el = u(\/ﬁ) =T
Temos entdo, a integral
1 TC
5 f sen(u)du (10.165)

4
que pode ser resolvida facilmente usando a primitiva de sen(u), que é — cos(u).
Obtemos, finalmente,

fﬁﬁ xsen (xz) dx = % (cos(rc) — Cos (g)) = —% (1 + ?)

2
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10.8.2 Integral por partes

Outro método de integracdo é o método da integracdo por partes. Esse método é
conveniente quando o processo de integragdo do produto de duas fungdes f(x) e g(x) se
torna atribulado ou até mesmo impossivel por meio de outros métodos.

O método da integracdo por partes consiste em transformar a integral

f fx)g(x)dx (10.166)

em algo mais facilmente integrdvel, caso ndo seja uma integral simples. Como temos o
produto de duas fung¢des, convém lembrarmos da regra do produto de derivagéo.
Vamos encontrar uma identidade para a integral em 10.166.

1. Calcule P
—(fR)3)
usando a regra do produto.

2. Integre em x ambos os lados da equagdo, ou seja
[ £wgen = [ rwgmas [ g
3. Conclua, pelo teorema fundamental do célculo que
[ reag @it = fwg - [ gr s (10167

4. Faca a substitui¢do v = g(x) e u = f(x) e conclua que du = f’(x)dx e dv = g’(x)dx.

5. Finalmente, chegue em uma forma mais compacta para 10.167 dada por

fudv =uv— fvdu (10.168)

As identidades 10.167 e 10.168 resumem o método da integragdo por partes, sendo a
10.168 apenas uma forma mais compacta de se escrever.

Integracdo por partes em integral definida

Quando temos uma integral da forma

b
f f()g(x)dx (10.169)

e optamos por fazer integral por partes, precisamos aplicar os intervalos no termo “uv”,
pois, este termo, como vimos no segundo passo da dedugéao, foi integrado. Entdo, pelo
TFC, precisamos aplicar os intervalos de integragdo, levando a

b b b
f f)g@dx = fx)g()|] - f () f (x)dx (10.170)

b b
f udv = uvls - f vdu (10.171)
a a

Ou, ainda,
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Exemplos de integral por partes

Vamos resolver uma integral para exemplificar o método de integragdo por partes.
O exemplo mais simples envolve o produto entre uma fungéo elementar f(x) e x. Através
deste método, buscamos eliminar o termo multiplicativo x para reduzirmos a integral a
uma mais facilmente integravel. Fagamos f(x) = x:

f xe*dx

Como o objetivo é reduzir a integral a uma que ndo contenha o produto com x,
podemos avaliar a escolha de u e v tomando como referéncia esse fato. Observamos que a
escolha de u = ¢* acarreta em du = e*dx, o que ndo parece ser de grande utilidade para os
nossos objetivos. Por outro lado, fazendo u = x, eliminamos o termo de x, ja que du = dx.

Escolhemos, entdo, u = x e v = ¢*. Usando 10.168, obtemos

fxexdx = xe* — fexdx

Como sabemos que f e*dx = e*, encontramos

fxexdx =e'(x-1)+C

10.8.3 Substituicao trigonométrica

Outro método de substitui¢do de varidvel é o de substitui¢do trigonométrica. Esse
método reproduz a mesma ideia do de substitui¢do, mas realizando o procedimento
contrério.

No método de substitui¢do, tinhamos uma integral da forma

f f(g(x))g’ (x)dx (10.172)

e queriamos chegar a uma integral do tipo

f Fu)du. (10.173)

Aqui, o processo sera inverso. Sairemos de uma integral da forma 10.173 para uma
cuja estrutura é do tipo 10.172.

Usaremos fungdes trigonométricas para a substituicdo, tomando como referéncia a
Relagdo fundamental da Trigonometria, que afirma que

sen®(0) + cos?(6) = 1. (10.174)

Portanto, convém utilizar a substitui¢do trigonométrica quando ha alguma raiz qua-
drada na integral ou, simplesmente, alguma soma de termos quadréticos que se deseja
simplificar.
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10.8.3.1 Integral com termo a
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2 2

— X

Vamos usar como exemplo

X
—— dx. (10.175)
f Va2 — 22

Observe que temos uma integral da forma 10.173 e queremos transformé-la para a
forma 10.172.

1.

Use a substituigdo x = asen(0) e argumente porque essa é a melhor substituigdo,
tomando como base a Relagdo fundamental da Trigonometria.

. Calcule a derivada dx e conclua que dx = acos(0)d0

ao

Escreva a integral na forma 10.172.

Use a relagdo fundamental da trigonometria no denominador e obtenha

fasen(@)d@ = —acos(f) +c¢ (10.176)

Da substitui¢do usada anteriormente, inverta a fungdo para concluir que 6 =

X
arcsemn| —
a

Substitua 6 em 10.176 e utilize a relacdo fundamental da trigonometria para mudar
de cosseno para seno.

7. Conclua que
x
———dx=-Va®?-x?+c¢
f N/
10.8.3.2 Integral com termo a® + x*
1 d 10.177
a0 (10.177)

. Use a substitui¢do x = a tan(0) e argumente porque essa é a melhor substituicdo.

Usando a relagdo fundamental da trigonometria, conclua que 1 + tan?(0) = sec?(0).

Calcule a derivada ;l—; e conclua que dx = asec?(0)d0.

Escreva a integral na forma 10.172.

Use a relacdo fundamental da trigonometria para chegar em

1fd629+c
a a

Use a substituicdo anterior para obter 6 = arctan(x) e substitua no resultado obtido.
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7. Conclua que

1 1
fmdx = ; arctan (6) +c

. k .
Observe que, no passo 5, considerou-se ¢ = —, em que k é a constante de integragdo. Mas
a

como a é uma constante, escrevemos — como outra constante c.
a

10.8.3.3 Integral com termo x* — a?

X
— ix (10.178)
f Va2 — 22

1. Utilize a substitui¢do x = asec(0) e argumente porque essa é a melhor substituigdo.

2. Usando a relacdo fundamental da trigonometria, verifique que sec?(0) = 1 — tan?(6)

3. Calcule a derivada d_x e encontre que dx = asec(0) tan(0)d0

ao

4. Escreva a integral na forma 10.172 substituindo os valores encontrados.

5. Use a relagdo fundamental da trigonometria para chegar em
a fsecZ(Q)dG =atan(0) + ¢

usando seu conhecimento de antiderivada.

6. Use a substituicdo anterior para chegar em 0 = arcsec(%) e substitua no resultado
da integral obtido.

7. Use a relagdo encontrada no item 2 para escrever o resultado da integral em termos
de x

8. Conclua que f x2—a%+c

Y =
V2 — g2

A integral deste exemplo foi usada apenas para ilustrar o método. Ela poderia ter
sido resolvida mais facilmente usando a substituicdo u = x> — a?.
A regra de substituicdo trigonométrica pode ser resumida nesses trés casos. Para

melhor visualizagdo, observe a tabela a seguir:

Termo | Substitui¢ao | Relagao trigonométrica
a? —x? X = asen6 cos2 0 =1 — sen®6
a? + 22 x=atan6O sec?0 =tan?60 + 1
x> —a?> | x=asecO tan® 0 = sec? 6 — 1

Tabela 10.8.1: Substitui¢des e relagdes trigonométricas para cada caso.
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10.8.4 Integracao por fracdes parciais

Este método é conveniente quando precisamos resolver integrais da forma

P(x)
—dx 10.179
o® —
em que P(x) e Q(x) sdo fungdes racionais (uma fragdo de polindmios).
p
Sabemos que, quando temos a soma de fatores da forma %, podemos fazer o MMC

entre os denominadores para facilitar o calculo da soma.

Parece conveniente, portanto, encontrar uma maneira de separar um fator da forma
P(x) . e ”
—— em uma soma de termos com essa mesma estrutura, ou seja, fazer o “inverso”do

Q(x)

MMC. Esse método é chamado de fra¢des parciais.

10.8.4.1 Grau de P(x) maior que Q(x)

O método de fragdes parciais funciona somente quando o grau de Q(x) é maior que
o grau de P(x). Mas podemos encontrar integrais em que o grau de P(x) é maior ou igual
ao grau de Q(x).
Nesses casos, teremos que reduzir o grau de P(x) com uma divisdo de polindmios
para, finalmente, poder executar o método.

Como exemplo, calcule
f x? -1 i
x—-1"""

1. Primeiro, vamos fatorar o polindmio x% — 1. Fatorando, encontramos x2 — 1 =
(x+ 1D)(x—1).

2. Podemos reescrever a integral como

wdx. = f(x + 1)dx.

x—1

2
3. Integre usando a regra para polindmios para obter f (x+1)dx = % +x+c

10.8.4.2 Grau de P(x) menor que Q(x)

Caso o grau de P(x) seja menor que o de Q(x), teremos que usar uma abordagem
diferente.

A. Q(x) pode ser fatorado em um produto de fatores lineares nao repetidos.

Considere a integral:

f _X*S (10.180)

x24+3x+2

1. Fatore o denominador e mostre a igualdade x> +3x+2=(x+1)(x+2) e, em seguida,
reescreva a integral como
x+3

crna ™
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2. Escreva
x+3
-7 10.181
(x+1)(x+2) ( )
como
+ B (10.182)
x+1 x+2 ’
pois sabemos integrar esses termos.
3. Reescreva 10.182 como
Ax+2)+B(x+1) A(x+2)+B(x+1
(x+2)+Ba+1) _A@x+2)+Ba+1) (10,153
(x+1)(x +2) x2+3x+2
4. Coloque x em evidéncia, transformando 10.183 em
A+B)+2A+B
HA+B)+24+ (10.184)

X2 +3x+2

5. Iguale 10.184 ao integrando de 10.180 e utilize a regra para identidade de polindmios
para obter as equagdes

A+B=1 (10.185)
2A+B=3 (10.186)
6. Resolva o sistema e encontre A =2e B = -1
7. Substitua os valores de A e B em 10.182

8. Resolva a integral

f 2 LN (10.187)

x+1 x+2

9. Usando o método da substituicdo, fazendo x + 1 = u no primeiro termoe x +2 = u
x+3

———dx=Inlx+1-Injx+2/+C
x2+3x+2

no segundo termo, encontre f

B. Q(x) tem fatores lineares repetidos.

Quando, no denominador, tivermos uma fatoragdo em que aparece termos (x +a)",
é necessdrio mudar a forma das fragdes parciais. Vamos ilustrar com um exemplo.

1
d 10.188
fx3—8x2+20x—16x ( )

1. Fatore o denominador, encontrando x® — 8x? + 20x + 16 = (x — 2)*(x — 4).

2. Reescreva o integrando como
1
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3. Use a forma de fragdes parciais

A N B N C
x—=2 (x-22 x-4

(10.190)

Faca o MMC em 10.190 para encontrar

A(x —2)(x —4) + B(x —4) + C(x — 2)?
x3 —8x2 +20x — 16 '

Observe que, em 10.190, foi necessario escrever o fator x — 2 até o grau que esté
repetido no denominador. Se tivéssemos (x — 2)" no denominador, terfamos n
fatores com os denominadores (x — 2), (x — 2)?, ..., (x — 2)". E isto vale para todos os
fatores repetidos no denominador.

Isso acontece porque temos que escrever todas as possibilidades de fatores, e es-
crevemos os termos de ordem 1 até n porque o denominador é multiplo de todos
eles.

2

4. Coloque x“ e x em evidéncia para obter

(A+C)x*>+x(B—6A—4C) +8A —4B + 4C
x3 —8x2 +20x + 16

(10.191)

5. Iguale 10.191 ao integrando de 10.188 e use a regra para identidade de polindmios
para obter as equagdes

A+C=0, (10.192)
B-6A—-4C=0, (10.193)
8A—4B+4C=1. (10.194)

6. Resolva o sistema e encontre que A = —1, B = —1 e C = 1. Substitua o resultado em
10.190 e integre

1 1 1
f_4(x -2) 2(x — 2)2 + A(x — 4)dx (10.195)

por substituigdo.

1 1 1 1
7. Concluaquefx3_8x2+20x_16dx——Zlnlx—ZI—m+L—lln|x—4I+K

C. Q(x) tem fatores quadraticos irredutiveis.

Quando, ap6s fatorarmos o denominador, tivermos termos da forma ax? + bx + ¢,
com A < 0, ou seja, irredutiveis, teremos que usar

Ax+ B
ax2+bx +c

para as fragdes parciais no termo quadratico.

Como exemplo, resolva
x
I | 10.196

f Prir_1 ( )
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1. Primeiro, fatore o denominador e encontre que x*> — x> + x — 1 = (x> + 1)(x — 1).

2. Observe que temos um fator quadratico irredutivel, x* + 1, na fatoracido do denomi-
nador. Reescreva o integrando de 10.196 na forma fatorada e iguale a

Ax +B C
— 10.197
x>+1  x-1 (10157)
3. Faga o MMC em 10.197 e obtenha
(Ax+ B)(x — 1) + C(x2 + 1)
10.198
W¥-x2+x-1 ( )
4. Coloque x? e x em evidéncia para obter
x>(A+C)+x(B—A)+C-B x
= 10.199
x3—-x2+x-1 x-x2+x-1 ( )
5. Use a regra para identidade de polindmios para obter as equagdes
A+C=0 (10.200)
B-A=1 (10.201)
C-B=0 (10.202)

6. Resolva o sistema e encontre A = —%, B = % eC= %

7. Substitua os valores de A, B e C em 10.197 e integre

1 ((x+1 1 1 x 1 1

= - dx = - + - dx

2) x¥2+1 (x-1) 2) x¥2+1 x2+1 «x-1
usando substitui¢do trigonométrica nos dois primeiros termos e substituicdo no
altimo.

8. Conclua que

11
f T Ty T 3G N6 1)+ arctan() ~Infr~ 1) + K

D. Q(x) tem fatores quadraticos irredutiveis repetidos.

Vamos agora para o ultimo caso, quando temos fatores quadraticos irredutiveis
elevados a uma poténcia. O raciocicio é analogo ao da se¢do 10.8.4. Escrevemos os fatores

Ax+ B N Cx+D - Ex+F
ax2+bx+c  (ax2+bx+c)? T (ax2+bx+co)"

indo do expoente 1 até o que aparece no denominador.

Como exemplo, integre
1+x
——d 10.203

f x(x2 +1)2 * ( )
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. Como o denominador ja estd fatorado, escreva a forma para as fragdes parciais para

este caso A B c D £
X+ X +

+ + — 10.204

2+1  (x2+1)2 «x ( )

. Faca o MMC em 10.204 para obter

(Ax + B)x(x> + 1) + Cx? + Dx + E(x*> + 1)?

Y17 (10.205)
Coloque x*, x>, x? e x em evidéncia para obter
YA+E)+x*(A+B)+x*(A+C+2E)+x(B+D)+E
XA+ E)+x(A+B)+x(A+ C+2E) + x(B+D) + (10.206)

x(x2 + 1)2

iguale 10.206 ao integrando de 10.203 e use a regra para igualdade de polindmios
para obter

A+E=0 (10.207)
A+B=0 (10.208)
A+C+2E=0 (10.209)
B+D=1 (10.210)
E=1 (10.211)

Resolvendo o sistema, obtém-se A=-1,B=1,C=-1,D=0,E=1

Substitua os valores de A, B, C, D e E em 10.204 e resolva a integral

f—x+1_ X +1dx
2+1 (2+1)2 «x

Use o resultado da secdo anterior (ou refaca as integrais) e use substitui¢do no
segundo termo para concluir que

3 +1In|x| + K

1 1
fidx = —In|x? + 1| + arctan(x) + 221

x(x2 +1)2



